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Introdution
Le but de ette thèse est l'étude de l'approximation des ourbures
en un point d'une sous-variété lisse. Les sous-variétés que nous étudie-
rions seront soit des ourbes planes, soit des surfaes de E
3, l'espae
eulidien de dimension 3. Pour approher la ourbure en un point de
la sous-variété, on utilisera le défaut angulaire, qui dépend à la fois de
la sous-variété et d'approximations linéaires de elle-i que l'on appe-
lera maillage . Dans le adre des surfaes de E
3, on a longtemps ru
qu'il susait de normaliser le défaut angulaire pour obtenir une ap-
proximation de la ourbure de Gauss en un point d'une surfae. Dans
un artile publié en 2003 ([9℄), il a été prouvé que le défaut angulaire
normalisé approhe une quantité extrinsèque qui est un polynme ho-
mogène de degré 2 dont les variables sont les ourbures prinipales et
dont les oeients dépendent du nombre de points du maillage. Nous
donnerons ii un majorant de l'erreur entre e polynme homogène et
le défaut angulaire normalisé. Ce majorant dépend du jet d'ordre 1 des
ourbures de la sous-variété, de l'épaisseur, du nombre de points du
maillage et surtout de sa taille. Pour ertaines familles de maillages
réguliers, nous donnerons une majoration de l'erreur entre le défaut
angulaire normalisé et e polynme homogène en O(ρ) lorsque la taille
des maillages est en O(ρ).
0.1 Rappels de résultats antérieurs
0.1.1 Cas des ourbes
Soit Γ une ourbe lisse et P, P1, P2 trois points de Γ. On note
k(P ) la ourbure de Γ en P, ηi = |−→PP i| (i = 1, 2), γ = ∠(−→PP 1,−→PP 2),
η =
η1 + η2
2
. On a le résultat suivant :
 si η1 = η2 = η :
π − γ
η
= k(P ) + o(η),
7
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 si η1 6= η2 :
π − γ
η
= k(P ) + o(1).
0.1.2 Cas des surfaes
Soit Σ ⊆ E3 une surfae régulière de lasse C2.
Cas disret
Soit n ∈ N (n > 2) et P, P1, . . . Pn, n + 1 points de Σ. Pour i =
1, . . . n, on note ηi = |−→PP i| et γi = ∠(−→PP i,−→PP i+1). On dénit deux
ourbures disrètes :
 on note :
kd =
2π −
n∑
i=1
γi
A
,
où
A =
1
n
n∑
i=1
Aire(PPiPi+1),
est la moyenne des aires des triangles PPiPi+1,
 on note :
k˜d =
2π −
n∑
i=1
γi
Sn
,
où
Sn =
n∑
i=1
1
4 sin γi
(
ηiηi+1 − 1
2
cos γi(η
2
i + η
2
i+1)
)
,
est le module du maillage.
Cas lisse
Pour tout x ∈ R, on pose :
κ1(x) = −2 cos2 x− cosx+ 3, κ2(x) = cos2 x− 3
2
cosx+
1
2
.
Notons kM et km les ourbures prinipales de Σ en P. Un polynme
homogène de degré 2 en kM et km va fréquemment intervenir dans la
partie qui onerne les surfaes :
k(kM , km) =
n
8 sin2(2π
n
)
(
κ1(
2π
n
)kMkm + κ2(
2π
n
)(k2M + k
2
m)
)
.
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Pour simplier, on notera k à la plae de k(kM , km).
Un résultat de onvergene utilisant kd.
Le résultat suivant se trouve dans [9℄ : soit
π : Σ→ TPΣ,
la projetion orthogonale sur le plan tangent en un point P de la sur-
fae. On suppose que pour tout i = 1, . . . n, le point P vérie les deux
onditions i-dessous :
1. |−−−−→Pπ(Pi)| = η,
2. ∠(
−−−−→
Pπ(Pi),
−−−−−−→
Pπ(Pi+1)) =
2π
n
.
Alors, on a pour tout n 6= 4 :
kd = k + ǫ(η),
où ǫ(η) tend vers 0 lorsque η tend vers 0. Une des motivations de ette
thèse va être de donner un majorant de l'erreur |kd − k| .
Un résultat d'approximation utilisant k˜d.
Le résultat suivant se trouve dans [9℄ : soit n ∈ N (n 6= 2). Soit Σ
une surfae régulière de lasse C2 et P un point de Σ. On herhe à
approximer la ourbure de Gauss K de Σ en P. On dénit une suite de
maillages autour de P,
(P, P1(m), . . . , Pn(m))m∈N,
tels que pour tout i = 1, . . . n, et pour tout n ∈ N, on a :
Pi(m) ∈ Σ.
On suppose que :
1. Il existe deux onstantes γmin et γmax telles que ∀i, ∀m, on a :
0 < γmin ≤ γmi ≤ γmax,
où
γmi = ∠(
−→
PP i(m),
−→
PP i+1(m)),
2. il existe d1 > 0 et d2 > 0 tels que ∀m, on a :
d1 ≤ supi ηmi
infi ηmi
≤ d2,
où
ηmi = |
−→
PP i(m)|.
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Alors, il existe une onstante C > 0 telle que :
lim
m
sup
∣∣∣k˜d(m)−K∣∣∣ ≤ nC
2 sin γmin
(
(kM − km)2 + |k2M − k2m|
)
,
où kM et km sont les ourbures prinipales de Σ en P,
k˜d(m) =
2π −∑ni=1 γmi
Smn
,
et
Smn =
n∑
i=1
1
4 sin γmi
(
ηmiηmi+1 −
cos γmi
2
(η2mi + η
2
mi+1
)
)
,
est le module du maillage (P, P1(m), . . . , Pn(m)).
0.2 Résumé des prinipaux résultats de ette thèse
Le adre géométrique de ette thèse est le plan eulidien E
2
pour le
premier hapitre et l'espae eulidien E
3
pour les hapitres suivants.
0.2.1 Courbes
Chapitre 1
Il est bien onnu que l'on peut approher la ourbure kΓ(P ) en un
point P d'une ourbe lisse Γ en utilisant deux points P1, P2 ∈ Γ prohes
de P et le défaut angulaire :
π −∠(−→PP 1,−→PP 2).
Nous allons donner une majoration de l'erreur lorsqu'on approhe la
ourbure lisse kΓ(P ) de la ourbe Γ en P par la ourbure disrète k
Γ
d (P )
(voir la Dénition 1) dénie à l'aide de P, P1 et P2. Plus préisément,
nous montrons en (1.1) l'inégalité :
∣∣kΓd (P )− kΓ(P )∣∣ ≤ 2ΩΓ(P )3(k3max8 ηmax + k′max3 ΩΓ(P )
)
ηmax, (1)
où
ηmax = max(|−→PP 1|, |−→PP 2|),
et les autres quantités qui interviennent dépendent du jet d'ordre 1 de
la ourbure de Γ (kmax, k
′
max) ou de la géométrie de la ourbe (voir la
Dénition 3).
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0.2.2 Surfaes
Nous utilisons le Chapitre 1 pour obtenir des majorations du même
type mais dans le adre des surfaes. Soit Σ une surfae régulière de
lasse C2 au moins. Nous herhons à obtenir des informations sur les
ourbures prinipales de Σ au point P. Nos estimateurs disrets sont
des maillages {(P, P1, . . . , Pn)} ⊆ Σn+1 qui sont des approximations
linéaires par moreaux de la surfae (voir la Dénition 6).
Chapitre 2
Dans e hapitre, nous herhons à approher la ourbure de Gauss
K de la surfae Σ au point P. Nous donnons sous ertaines hypothèses
(voir le Corollaire (2.4)) une estimation d'erreur de la forme :∣∣∣k˜d −K∣∣∣ ≤ Mk2max
Θ|Sn| η
2
max, (2)
où
ηmax =
n
max
i=1
|−→PP i|,
Θ =
n
min
i=1
| sin∠(−→PP i,−→PP i+1)|,
k˜d =
2π −∑ni=1∠(−→PP i,−→PP i+1)
Sn
,
où Sn est le module du maillage (voir la Dénition 5) qui ne dépend que
des points (P, P1, . . . , Pn). La onstante kmax > 0 dépend des ourbures
de la surfae en P et M > 0 dépend du jet d'ordre 1 des ourbures de
la surfae en P, de l'entier n et d'autres paramètres liés au maillage et
à la surfae. Nous donnons expliitement un majorant de l'erreur (voir
2.3).
Chapitre 3
Nous donnons (sous ertaines hypothèses) la majoration (3.3) de la
valeur absolue de la diérene entre la ourbure disrète en un point P
de la surfae, kd et k :
|kd − k| ≤ N(ηmax, kmax, k′max,ΩΣ(P ),Θ, σ,∆,Λ, n), (3)
où
kd =
2π −∑ni=1∠(−→PP i,−→PP i+1)
A
,
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et
A =
1
n
n∑
i=1
Aire(PPiPi+1),
est la moyenne des aires des triangles PPiPi+1. La fontion N(. . .) dé-
pend de la taille ηmax du maillage, du 1-jet des fontions ourbures
et d'autres paramètres liés au maillage et à la surfae. Malheureu-
sement, la fontion N(. . .) ne tend pas forément vers 0 lorsque les
points P1, . . . , Pn tendent vers P en restant sur la surfae Σ. L'objetif
du hapitre suivant va être de donner un moyen d'éviter e phénomène.
Chapitre 4
Nous onsidérons des familles de maillages Mn(ρ)ρ>0, telles que,
pour tout ρ > 0, on a :
 pour tout i = 1, . . . n, on a :
Pi(ρ) ∈ Σ,
 les points Pi(ρ) dépendent d'une paramétrisation onforme f de
la surfae, ils sont don dénis de manière extrinsèque.
Dans e hapitre, la manière dont les points Pi(ρ) tendent vers P per-
met de remplaer la fontion N(. . .) par N1(f)ρ+N2(f)ρ
2, où les nou-
veaux oeients N1(f) > 0 et N2(f) > 0 ne dépendent plus de la
taille des maillages Mn(ρ). Pour dérire la manière de tendre vers P,
on utilise un plongement onforme de la surfae
f : U → Σ,
où U est un ouvert de R2 (Voir la Dénition 10 pour plus de détails).
On obtient la majoration (4.1) :
|kd(ρ)− k| ≤ N1(f)ρ+N2(f)ρ2, (4)
où kd(ρ) est la famille de ourbures disrètes assoiées à la famille
Mn(ρ)ρ>0. En partiulier, lorsqu'on fait tendre ρ→ 0, on a :
lim
ρ→0
kd(ρ) = k.
Un orollaire important de e théorème est le as partiulier de er-
taines familles de 6-maillages réguliers M6(ρ)ρ>0 autour d'un point P
de la surfae. On obtient alors le "développement limité" 4.2 :
kd(ρ) = 2K +O(ρ), (5)
où K est la ourbure de Gauss de Σ en P. Dans un artile réent
([104℄), un résultat similaire a été obtenu par Xu mais la preuve utilise
un logiiel de alul formel.
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Conlusion
L'objetif de ette thèse était d'approximer les ourbures en un
point d'une sous-variété. Nous nous sommes limités au as des ourbes
planes et des surfaes lisses de E
3, l'espae eulidien de dimension 3. Si
Γ est une ourbe plane régulière, nous approhons la ourbure en un
point de Γ en utilisant une V -ligne (voir la Dénition 1). La majoration
que nous donnons dans le as des ourbes va être utile pour approher
les ourbures en un point P d'une surfae lisse Σ ⊆ E3. Nous avons
utilisé des maillages autour de P,
Mn = (P, P1, . . . , Pn) ⊆ Σn+1.
Nous avons assoié à Mn deux ourbures disrètes, l'une kd, dénie
à l'aide de l'aire de Mn, approhe k qui est un polynme homogène
de degré 2 dont les variables sont les ourbures prinipales de Σ en
P. L'autre ourbure disrète k˜d, dénie à l'aide du module de Mn,
approhe la ourbure de Gauss K de Σ en P. Nous pouvons remarquer
que lorsque n = 6, k se réduit à 2K. D'où l'importane des 6-maillages.
Si les points Pi tendent de manière quelquonque vers le point P, nos
approximations peuvent être "très mauvaises". Pour avoir de bonnes
estimations de k et notamment des résultats de onvergene, nous avons
dérit omment les points du maillage doivent tendre vers P en utilisant
ertaines familles de maillages réguliers autour de P.
Prolongements
Il semble naturel de onsidérer d'autres normalisations du défaut
angulaire, 'est à dire d'autres ourbures disrètes et nous herhons
vers quoi elles peuvent tendre lorsque la taille des maillages tend vers
0. Plus préisément, nous allons onstruire des familles de maillages
autour de P qui généralisent les familles de maillages réguliers. Pour
haque famille, nous allons essayer de faire orrespondre une manière de
tendre vers le point P, une ourbure disrète (qui pourra être diérente
de kd et k˜d) et un polynme homogène de degré 2 en kM et km (qui
pourra être distint de k).
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Chapitre 1
Approximation de la ourbure
des ourbes planes
1.1 Introdution
L'estimation des ourbures est un problème qui onerne de nom-
breux domaines des mathématiques appliquées. Mais la littérature sur
e sujet omporte surtout des résultats de onvergene et se préouppe
moins en général de la préision de l'approximation.
Dans e hapitre nous donnons une majoration de l'erreur ommise lors-
qu'on approhe la ourbure en un point d'une large lasse de ourbes
planes. L'expression du majorant omporte à la fois des quantités lo-
ales et des quantités globales.
1.2 Cadre général
1.2.1 Courbes lisses
Dans toute la suite on appelera ourbe lisse Γ toute sous-variété
orientée, de lasse C2 au moins, onnexe, ompate et plongée dans
l'espae eulidien E
2
orienté. Une telle ourbe pourra être dénie de
diérentes façons.
1. Comme la ourbe Γ est régulière, elle admet une paramétrisation
ξ par l'absisse urviligne s. On note t = ξ
′
le veteur unitaire
tangent
 
à la ourbe. On peut don dénir la ourbure algébrique
de Γ en tout point ξ(s) en posant
dt
ds
= kalg(s)n où (t, n) est un
repère orthonormé diret de E
2.
2. On pourra également dénir une fontion
F : E2 → R
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de lasse C2 au moins de rang 1 en tout point dont l'une des
omposantes onnexes de 0 est Γ.
1.2.2 Notion de V-ligne
Définition 1 1. On appelle V-ligne un triplet V = (P, P1, P2) de
(E2)3. La réalisation géométrique V de V est la ligne polygonale
formée par les deux segments P1P et PP2.
2. Si V = (P, P1, P2) est une V -ligne on note η1 (resp. η2) la distane
eulidienne entre P et P1 (resp. entre P et P2). On pose :
η¯ =
η1 + η2
2
.
3. Le défaut angulaire en P de V est :
π − γ
η
,
où γ = ∠(PP1, PP2) ∈ [0, π[.
On notera kΓd (P ) =
π − γ
η
.
1.2.3 Courbes supportées par une V -ligne
Définition 2 Si Γ ⊂ E2 est une ourbe lisse passant par P, P1, P2 et
d'extrémités P1, et P2, on dit que Γ est supportée par V.
P2
P1
η1
η2
P
Γ
Une ourbe Γ et son support une V -ligne.
On peut approher la ourbure d'une ourbe lisse par le défaut angu-
laire de V -ligne qui la supporte :
Proposition 1 Soit Γ une ourbe lisse et V = (P, P1, P2) une V -ligne
qui supporte Γ. Le défaut angulaire en P de V approhe la ourbure
k(P ) de Γ en P :
 Si η1 = η2 = η :
π − γ
η
= k(P ) + o(η),
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 Si η1 6= η2 :
π − γ
η
= k(P ) + o(1).
Preuve de la proposition 1. 
η 1
P2
P1 η 2
θ 1
θ 2
TP Γ
γ
P
Γ
 On suppose que
η1 = η2 = η.
Eetuons un développemment limité à l'ordre 2 :
θ1 =
k(P )
2
η1 − αη
2
1
6
+ o(η21),
θ2 =
k(P )
2
η2 +
αη22
6
+ o(η22).
Puisque η1 = η2 = η, on déduit que :
θ1 + θ2 = k(P )η + o(η
2).
D'autre part, on a
θ1 + θ2 = π − γ,
d'où le résultat.
 Si η1 6= η2,
eetuons enore un développemet limité à l'ordre 1. On a :
θ1 =
k(P )
2
η1 + η1ǫ1(η1),
θ2 =
k(P )
2
η2 + η2ǫ2(η2),
où ǫi(ηi)→ 0, quand ηi → 0.
On en déduit que :
θ1 + θ2 = k(P )η + η1ǫ1(η1) + η2ǫ2(η2),
θ1 + θ2 = k(P )η + ǫ(ηmax),
où ηmax = max(η1, η2) et ǫ(η)→ 0 quand η → 0.
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Il est important de remarquer que le résultat de onvergene est
plus faible lorsque η1 6= η2, que lorsque η1 = η2 
1.3 Un théorème d'approximation
Le résultat de la proposition 1 est un résultat de onvergene. Notre
but à présent est d'obtenir une majoration de l'erreur faite en approxi-
mant la ourbure en un point P d'une ourbe lisse par le défaut angu-
laire en P d'une V -ligne qui la supporte. Nous utiliserons dans ette
majoration trois invariants.
 kmax = maxs |k(s)|,
 k
′
max = maxs |k′(s)|,
 le oeient de rappel que nous dénirons au paragraphe suivant.
La présene de k′max peut sembler étrange dans un premier temps, mais
ei se omprend bien dans le as des points de ourbure nulle : Quelque
soit la ourbe Γ1 passant par P1, P, P2 il est toujours possible de faire
loalement une légère perturbation C0 autour de P telle que la ourbe
résultante Γ2 ontienne toujours V mais ait une ourbure nulle en P.
On illustre ei dans la gure suivante.
P2
P1
P2
P1
Γ1 Γ2
P P
On remarque que kmax ne varie pas beauoup. En revanhe, la dé-
rivée de la fontion ourbure k′ varie beauoup, en général :
k
′
max(Γ2) = sup
Γ2
|k′(s2)| ≫ k′max(Γ1) = sup
Γ1
|k′(s1)|.
Cei montre que si l'on veut avoir un résultat de omparaison entre les
ourbures kΓd (P ) and k(P ), il est naturel de tenir ompte non seulement
de la fontion ourbure mais de son 1-jet.
Définition 3 Le oeient de rappel de Γ en P est la quantité
ΩΓ(P ) = sup{ 1
cos∠(
−−→
PM, t)
,M ∈ Γ, t ∈ TMΓ} ∈ [1,∞].
On donne des exemples de ourbes ave leur oeient de rappel :
P
Γ1
2 Γ
P
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Droite Parabole Courbe Cerle
ΩΓ(P ) = 1 ΩΓ(P ) =
3√
8
ΩΓ(P ) < +∞ ΩΓ(P ) =
∞.
1.4 Enoné du Théorème prinipal
Ce théorème donne une majoration de la diérene |k(P )− kΓd (P )|
en fontion de ΩΓ(P ), ηmax, kmax et k
′
max.
Théorème 1 Soit V = (P, P1, P2) une V -ligne de E
2
, kΓd (P ) sa our-
bure disrète en P et Γ une ourbe de E2 supportée par V.
Alors on a :∣∣kΓ(P )− kΓd (P )∣∣ ≤ 2ΩΓ(P )3(k3max8 ηmax + k′max3 ΩΓ(P )
)
ηmax. (1.1)
η 1
P2
P1 η 2
θ 1
θ 2
TP Γ
γ
P
Γ
1.5 Preuve du théorème 1
On supposera que ΩΓ(P ) < +∞ ar sinon le résultat est trivial.
Remarquons que ΩΓ(P ) < +∞ si et seulement si pour tout (η, θ) ∈ Γ
on a :
− sin θFx(η cos θ, η sin θ) + cos θFy(η cos θ, η sin θ) = 0.
1.5.1 Existene d'une bijetion η → θ de lasse C2.
Lemme 1 Soit Γ une ourbe lisse. Soit
F : U ⊆ E2 → R
une appliation de lasse C3 dénie sur un ouvert U de R2 tel que
(0, 0) ∈ U . dénissant impliitement Γ.
20CHAPITRE 1. APPROXIMATION DE LA COURBURE DES COURBES PLANES
Si F (0, 0) = 0, Fx(0, 0) = 0 et Fy(0, 0) 6= 0,
alors il existe un voisinage onnexe V de (0, 0) tel que la fontion
Φ˜ : V ⊆ R2 → R
dénie pour tout (η, θ) ∈ V par :
Φ˜(η, θ) =

F (η cos θ, η sin θ)
η
si η 6= 0,
cos θFx(0, 0) + sin θFy(0, 0) si η = 0
vérie pour tout (η, θ) ∈ V :
(η cos θ, η sin θ) ∈ Γ⇔ Φ˜(η, θ) = 0.
De plus on a
∂Φ˜
∂θ
(0, 0) 6= 0.
Preuve du lemme 1.  Soit
c : R⋆ × [0, 2π[→ R2
l'appliation dénie par
c(η, θ) = (η cos θ, η sin θ)
On pose V = c−1(U).
Soit
Φ˜ : V → R,
l'appliation dénie par :
Φ˜(η, θ) =

F (η cos θ, η sin θ)
η
si η 6= 0,
cos θFx(0, 0) + sin θFy(0, 0) si η = 0.
Il est lair que Φ˜ est de lasse C2 en tout point (η, θ) ∈ V tel que η 6= 0.
Nous allons montrer que Φ˜ est de lasse C2 en (0, θ).
Fixons θ. Puisque F est de lasse C3, on peut érire le développement
de Taylor à l'ordre 3 de la fontion
F˜ : η → F (η cos θ, η sin θ).
On obtient :
F˜ (η) = η
dF˜
dη
(0) +
η2
2
d2F˜
dη2
(0) +
η3
6
d3F˜
dη3
(0) + o(η3),
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ave
dF˜
dη
(0) = (cos θFx(0, 0) + sin θFy(0, 0)).
On a don pour η 6= 0 :
Φ˜(η, θ) = Φ˜(0, θ) +
η
2
d2F˜
dη2
(0) +
η2
6
d3F˜
dη3
(0) + o(η2).
Il est faile d'en déduire que Φ˜ est de lasse C2.
D'autre part, il est lair que :
∂Φ˜
∂θ
(0, 0) = Fy(0, 0) 6= 0.

Proposition 2 Soit Γ une ourbe lisse. Soit
F : U ⊆ E2 → R
une appliation de lasse C3 dénie sur un ouvert U de R2 tel que
(0, 0) ∈ U . dénissant impliitement Γ.
On suppose que pour tout (η, θ) tel que (η cos θ, η sin θ) ∈ Γ, on a :
− sin θFx(η cos θ, η sin θ) + cos θFy(η cos θ, η sin θ) 6= 0.
Alors il existe une bijetion de lasse C2
ϕ : I = [−η1, η2]→ ϕ(I)
telle que :
1. ϕ(0) = 0,
2. pour tout η ∈ I, on a :
(η cos θ, η sin θ) ∈ Γ⇔ θ = ϕ(η).
On obtient ainsi une nouvelle paramétrisation de la ourbe
ξ˜ : I → ξ(I) ⊆ E2,
où ξ˜ est déni pour tout η ∈ I par :
ξ˜(η) = (η cosϕ(η), η sinϕ(η)).
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P1
θ = ϕ η )(
P2
P
y
η
Γ
x
Q
Preuve de la proposition 2. 
Considérons l'appliation
Φ˜ : V → R,
dénie dans le lemme 1 par :
Φ˜(η, θ) =

F (η cos θ, η sin θ)
η
si η 6= 0,
cos θFx(0, 0) + sin θFy(0, 0) si η = 0.
D'après le lemme 1, Φ˜ est de lasse C2. Dénissons la fontion
F˜ : V → R2
en posant pour tout (η, θ) ∈ V,
F˜ (η, θ) = (η, Φ˜(η, θ)).
La fontion F˜ est de lasse C2 sur V. Nous allons montrer que F˜ est
une bijetion de lasse C2 de V sur son image.
1. On a pour tout (h, k) ∈ R2 :
DF˜ (η, θ)(h, k) =
(
h,D1Φ˜(η, θ)h+D2Φ˜(η, θ)k
)
,
ave
D2Φ˜(η, θ) = − sin θFx(η cos θ, η sin θ) + cos θFy(η cos θ, η sin θ).
Le jaobien de F˜ au point (η, θ) vaut :∣∣∣∣1 D1Φ˜(η, θ)0 − sin θFx + cos θFy
∣∣∣∣ = − sin θFx + cos θFy 6= 0
Don quitte à restreindre V, on peut supposer que DF˜ (η, θ) est
un isomorphisme pour tout (η, θ) ∈ V.
2. Pour prouver que F˜ est injetive, nous aurons besoin des deux
lemmes suivants :
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Lemme 2 Soit x ∈ V, y = F˜ (x) et z ∈ F˜ (V). Alors il existe un
hemin λ˜ : [0, 1]→ V, de lasse C1, d'origine x = λ˜(0), qui relève
le segment λ : [0, 1]→ F˜ (V) déni par λ(t) = (1− t)y + tz.
Preuve du lemme 2.  Soit A l'ensemble des a ∈ [0, 1] tels
que λ|[0,a[ se relève selon un hemin [0, a[→ V de lasse C1 et
d'origine x. Montrons que A n'est pas vide. D'après le théorème
d'inversion loale, il existe un voisinage ouvert U de x dont l'image
par F˜ est un voisinage ouvert V de y. Ainsi λ−1(V ) ontient un
intervalle [0, s[ et (F˜ |U)−1 ◦ λ est de lasse C1, vaut x pour t = 0
et relève λ|[0,s[. Soit a, a′ ∈ A et a < a′ . Puisque [0, 1] est un
onnexe, le relèvement de λ|[0,a′ [ oinide sur [0, a[ ave elui de
λ|[0,a[. Soit β la borne supérieure de A. Montrons que β ∈ A. Ave
une notation évidente, F˜ ◦ λ˜(t) = λ(t) pour 0 ≤ t < β, don
DF˜ (λ˜(t)) ◦ λ˜′(t) = λ′(t). On a :
‖λ˜′(t)‖ ≤M‖DF˜ (η, θ)−1‖F˜ (V),
où M est une borne supérieure des ‖λ′(t)‖, 0 ≤ t ≤ 1. Si tn est
une suite roissante de nombres tendant vers λ, le théorème des
aroissements nis entraîne
‖λ˜(tp)− λ˜(tq)‖ ≤M‖DF˜ (η, θ)−1‖F˜ (V)|tp − tq|.
La suite λ˜(tn) est don de Cauhy et elle onverge vers un point
b ∈ V. La ontinuité de F˜ entraine que F˜ (b) = lim F˜ ◦ λ˜(tn) =
limλ(tn) = λ(β) et λ˜(β) est bien déni. Montrons par l'absurde,
que β = 1 : Il existe un voisinage ouvert U
′
de λ˜(β) dont l'image
par F˜ est un voisinage ouvert V
′
de λ(β). Puisque β < 1, λ−1(V
′
)
ontient un intervalle ouvert I =]β − ǫ, β + ǫ[. Dénissons σ :
I → V par (F˜ |U ′ )−1 ◦ λ, puis posons λ˜1(t) = λ˜(t) si 0 ≤ t ≤ β,
λ˜1(t) = σ(t) si β ≤ t < β + ǫ. Evidemment λ˜1 est de lasse C1,
λ˜1(0) = x et λ˜1 relève λ|[0,β+ǫ[. Ce qui ontredit la dénition de
β. 
Lemme 3 Un laet λ de F˜ (V) d'origine y = F˜ (x), où x ∈ V se
relève suivant un laet λ˜ de V d'origine (et d'extrémité) x. En
partiulier F˜ est injetive.
Preuve du lemme 3.  Quitte à eetuer une translation, on
peut supposer y = 0.
Soit Z = {0 ≤ t ≤ 1} × {0 ≤ s ≤ 1}. Nous allons montrer que
ψ : Z → F˜ (V), dénie par ψ(t, s) = sλ(t), admet un relèvement
ψ˜ : Z → V tel que ψ˜(t, 0) = x pour 0 ≤ t ≤ 1, ψ˜(0, 1) =
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ψ˜(1, 1) = x. Le lemme en résultera en prenant λ˜(t) = ψ˜(t, 1).
D'après le lemme préédent et par uniité du relèvement, haque
segment s∈[0,1] → sλ(t) possède un relèvement unique ψ˜t(s) tel que
ψ˜t(0) = x. Posons ψ˜(t, s) = ψ˜t(s). Il sut de montrer que pour
haque s ∈ [0, 1], t → ψ˜(t, s) est un laet d'origine x. Pour ela,
onsidérons l'ensemble A des a ∈ [0, 1] tels que, pour 0 ≤ s ≤ a,
t→ ψ˜(t, s) possède les propriétés voulues. Montrons par l'absurde
que β
′
= supA = 1. Chaque point ψ˜(t, β ′) est ontenu dans un
voisinage ouvert Ut, dont l'image par F˜ est un voisinage ouvert Vt
de F˜ (ψ˜(t, β
′
)) = ψ(t, β
′
) = β
′
λ(t). Puisque [0, 1] est ompat, un
nombre ni de es Vt reouvre l'image de t→ β ′λ(t). Soit V ′ leur
réunion et U
′
la réunion des Ut orrespondants. Puisque β
′
< 1,
V
′
ontient l'image d'un laet t → (β ′ + ǫ)λ(t) pour un ǫ > 0.
Alors t → (F˜ |U ′ )−1 ◦ ψ(t, β
′
+ ǫ) relève e laet, 'est lui-même
un laet d'origine x, et l'uniité du relèvement montre qu'il n'est
autre que ψ˜(t, β
′
+ ǫ). D'où la ontradition.
Montrons que F˜ est injetive :
Si x et x
′
sont deux points de V de même image y = F˜ (x) = F˜ (x′),
l'image par F˜ du segment qui les joint est un laet λ˜ d'origine y.
Par uniité du relèvement, e laet se relève en un laet unique
d'origine x. Comme e relèvement doit être aussi le segment xx
′
,
'est que x = x
′
, F˜ est don injetive. 
D'après e qui préède, F˜ est une bijetion de lasse C2 de V sur son
image.
L'appliation inverse F˜−1 est de la forme F˜−1(η, w) = (η, F˜1(η, w)).
D'autre part pour tout (η, θ) ∈ V, on a :
Φ˜(η, θ) = 0⇔ θ = F˜1(η, 0).
On pose alors ϕ(η) = F˜1(η, 0).
L'appliation ϕ : I = [−η1, η2] → ϕ(I) est de lasse C2 puisque F˜ est
de lasse C2 et son jaobien ne s'annule pas sur V. De plus ϕ vérie :
Φ˜(η, θ) = 0⇔ θ = ϕ(η).
En utilisant le lemme 1, on en déduit que :
(η cos θ, η sin θ) ∈ Γ⇔ θ = ϕ(η), d'où le point 2).
Le fait que Φ˜(0, 0) = 0 prouve qu'à priori on a ϕ(0) = kπ pour un
ertain k ∈ Z. En faisant tendre V vers le point (0, 0) et en utilisant
l'uniité de ϕ on voit que k = 0 et don que ϕ(0) = 0. D'où le point
1). 
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1.5.2 Equation diérentielle vériée par la fontion ϕ
Lemme 4 ϕ vérie l'équation diérentielle suivante sur l'intervalle I :
(EDO)
 k˜alg(η)(1 + η
2ϕ′2(η))
3
2 = 2ϕ′(η) + η2ϕ′3(η) + ηϕ′′(η),
ϕ′(0) =
k(P )
2
.
Preuve du lemme 4.  On utilise la paramétrisation ξ˜ : η →
(η cosϕ(η), η sinϕ(η)).
Il est lassique que la ourbure algébrique s'exprime par la formule :
kalg(η) =
U(η)
‖ξ′(η)‖3 ,
où U(η) = 2ϕ′(η) + η2ϕ′3(η) + ηϕ′′(η) et ‖ξ′(η)‖3 = (1 + η2ϕ′2(η)) 32 .
On en déduit que ϕ vérie l'équation diérentielle
(EDO)
 kalg(η)(1 + η
2ϕ′2(η))
3
2 = 2ϕ′(η) + η2ϕ′3(η) + ηϕ′′(η),
ϕ′(0) =
k(P )
2
.

1.5.3 Expression expliite de ϕ
′
en fontion de la ourbure
algébrique
Proposition 3 L'appliation
ϕ : I = [−η1, η2]→ ϕ(I)
est une bijetion de lasse C2 de I sur son image.
De plus, pour tout η ∈ I, on a :
ϕ
′
(η) =
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt√
1− η2
(∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
)2 ,
où
s(η) =
∫ η
0
|∂ξ˜
∂η
(t)|dt
et k˜alg(η) = kalg(s(η)) est la ourbure algébrique de Γ au point ξ˜(η).
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Preuve de la proposition 3.  On résoud l'équation diérentielle
vériée par ϕ donnée dans le lemme 4. D'après le théorème de Cauhy-
Lipshitz, ette équation diérentielle possède une unique solution ϕ.
Pour tout η ∈ I = [−η1, η2], on pose :
u(η) = η
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt.
Un alul très simple montre qu'il existe ǫ1 > 0 et ǫ2 > 0, susamment
petits tels que pour tout η ∈]− ǫ1, ǫ2[⊆ [−η1, η2], la fontion
g :]− ǫ1, ǫ2[→ R,
dénie par :
g(η) =
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt√
1− u2(η) ,
est de lasse C1 et pour tout η ∈]− ǫ1, ǫ2[, on a :
g
′
(η) = (1− u2)− 32
[∫ 1
0
t2
∂k˜alg
∂η
(ηt)dt+ η
(∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
)3]
.
Don g vérie l'équation diérentielle suivante sur l'intervalle ]−ǫ1, ǫ2[ : k˜alg(η)(1 + η
2g′2(η))
3
2 = 2g(η) + η2g3(η) + ηg′(η),
g(0) =
k(P )
2
.
Considérons l'équation diérentielle : k˜alg(η)(1 + η
2y′2(η))
3
2 = 2y(η) + η2y3(η) + ηy′(η),
y(0) =
k(P )
2
.
Le théorème de Cauhy-Lipshitz montre qu'elle admet une unique
solution sur ] − η1, 0[ et une unique solution sur ]0, η2[. On en déduit
que pour tout η ∈]− ǫ1, ǫ2[, on a :
g(η) = ϕ
′
(η).
Montrons par l'absurde que l'on peut étendre la fontion g à tout l'in-
tervalle [−η1, η2]. Sinon, on aurait pour i = 1, 2 :
u2(ǫi) = 1,
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e qui entraîne
lim
η→ǫi
g(η) = lim
η→ǫi
ϕ
′
(η) =∞.
On aurait don :
lim
η→ǫi
(
1 + η2ϕ′2(η)
) 1
2 =∞.
D'autre part en utilisant le produit salaire
<
ξ˜(η)
|ξ˜(η)| ,
ξ˜
′
(η)
|ξ˜′(η)| >,
on montre que :
cos∠(
−−→
PM, t) =
1
1 + η2ϕ′2(η)
.
En résumé
lim
η→ǫ
ϕ
′
(η) =∞,
implique que
ΩΓ(P ) =∞,
e qui est ontraire à notre hypothèse de départ. On en déduit que pour
tout η ∈ [−η1, η2], on a :
ϕ
′
(η) =
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt√
1− η2
(∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
)2 .

1.5.4 Majoration de la borne supérieure de |ϕ′′|
Lemme 5 Pour tout η ∈ I, on a :
 |ϕ′(η)| ≤ 1
2
ΩΓ(P )kmax,
 |ϕ′′(η)| ≤ ΩΓ(P )3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΓ(P )
)
.
Preuve du lemme 5.  Pour tout η ∈ I, on a vu que :∣∣∣∣∣∂ξ˜∂η (η)
∣∣∣∣∣
2
= 1 + η2ϕ′2(η).
28CHAPITRE 1. APPROXIMATION DE LA COURBURE DES COURBES PLANES
Par onséquent
∂s
∂η
(η) = (1 + η2ϕ′2(η))
1
2 > 0.
Puisque u =
ηϕ′
(1 + η2ϕ′2)
1
2
, il est faile de vérier que
1√
1− u2(η) = (1 + η
2ϕ′2(η))
1
2 .
Ainsi
ϕ′(η) =
1√
1− u2(η)
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
=
∂s
∂η
(η)
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
=
1
∂η
∂s
(s(η))
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
=
1
cos∠(
−−→
PM, t)
∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt,
où on a noté M = ξ˜(η) et t le veteur tangent unitaire à la ourbe au
point M.
On a :
|ϕ′(η)| ≤ ΩΓ(P )kmax
∫ 1
0
tdt,
et nalement
|ϕ′(η)| ≤ 1
2
ΩΓ(P )kmax.
Il reste à traiter la dérivée seonde de ϕ.
ϕ
′′
(η) = (1− u2)− 32
[∫ 1
0
t2
∂k˜alg
∂η
(ηt)dt+ η
(∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
)3]
=
(
∂s
∂η
(η)
)3 [∫ 1
0
t2
∂k˜alg
∂η
(ηt)dt+ η
(∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
)3]
.
Puisque
∂k˜alg
∂η
=
∂s
∂η
(η) · ∂kalg
∂s
(s(η)),
on obtient
ϕ
′′
(η) =
(
∂s
∂η
(η)
)3
η
[∫ 1
0
tk˜alg(ηt)dt
]3
+
(
∂s
∂η
(η)
)4 [∫ 1
0
t2
∂kalg
∂s
(s(ηt))dt
]
.
Pour terminer la majoration, on aura besoin du lemme i-dessous :
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Lemme 6 Soit M ∈ Γ, M 6= P et t ∈ TMΓ unitaire.
On a : ∣∣∣∣∂η∂s (s)
∣∣∣∣ = cos∠(−−→PM, t),∣∣∣∣∂s∂η (η)
∣∣∣∣ ≤ ΩΓ(P ).
Preuve du lemme 6. 
On a :
∂‖−−→PM‖
∂s
=
∂
√
<
−−→
PM,
−−→
PM >
∂s
,
∂‖−−→PM‖
∂s
=
1
2
√
<
−−→
PM,
−−→
PM >
2 <
−−→
PM,
∂
−−→
PM
∂s
>,
∂‖−−→PM‖
∂s
=<
−−→
PM
‖−−→PM‖
, t > .
Pour nir la preuve, il sut de remarquer que :∣∣∣∣∣∂‖
−−→
PM‖
∂s
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∂η∂s (s)
∣∣∣∣ et
∣∣∣∣∣<
−−→
PM
‖−−→PM‖
, t >
∣∣∣∣∣ = cos∠(−−→PM, t). 
1.5.5 Fin de la preuve du Théorème 1
On va majorer ϕ : I = [−η1, η2] → ϕ(I) sur I. On suppose que
l'on est dans la onguration de la gure i-dessous, 'est à dire que
ϕ(−η1) ≤ 0 et ϕ(η2) ≥ 0 (les autres as se démontrent de manière
similaire). On a :
ϕ(−η1) = −|θ1|,
et
ϕ(η2) = |θ2|.
En utilisant la gure i-dessous, on voit que l'on a :
π − γ = |θ1|+ |θ2|.
η 1
P2
P1 η 2
θ 1
θ 2
TP Γ
γ
P
Γ
On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange sur I = [−η1, η2] : on a pour
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η ∈ I : ∣∣∣∣ϕ(η)− k(P )2 η
∣∣∣∣ ≤ 12η2 supI |ϕ′′(η)|
On en déduit failement que :
|π − γ − k(P )η¯| ≤ 1
2
η21 sup
I1
|ϕ′′(η)|+ 1
2
η22 sup
I2
|ϕ′′(η)|
≤ η2max sup
I
|ϕ′′(η)|.
Par onséquent ∣∣kΓd (P )− k(P )∣∣ ≤ 2ηmax sup
I
|ϕ′′(η)|,
puisque ηmax ≤ 2η¯.
On utilise le lemme 6 pour nir la majoration.
1.6 Illustrations
On a la majoration
∣∣k(P )− kΓd (P )∣∣ ≤ e(Γ, V ), ave
e(Γ, V ) = 2ΩΓ(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΓ(P )
)
ηmax
L'étude des variations des erreurs relatives
ǫr =
∣∣k(P )− kΓd (P )∣∣
kΓd (P )
, er =
e(Γ, V )
kΓd (P )
et δ =
e(Γ)
|k(P )− kΓd (P )|
montre que es erreurs ne dépendent pas de ηmax mais seulement de
l'angle au point P.
Lorsque l'angle en P se rapprohe de π, l'erreur relative δ est meilleure
pour les erles que pour les paraboles.
1.6.1 Cerles
On note 2α l'angle de V = (P, P1, P2) en P et Γ l'ar de erle
passant par P1, P et P2 (voir la gure i-dessous, à gauhe). On a :
ΩΓ(P ) =
1
sinα
, kmax =
2 cosα
ηmax
= k(P ) et kΓd (P ) =
π − 2α
ηmax
.
On a les expressions suivantes des erreur relatives :
ǫr(α) =
|π − 2α− 2 cosα|
π − 2α et er(α) =
cot3 α
π
2
− α.
L'erreur ǫr(α) est majorée par er(α).
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α2
P21P
P
Γ
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0
1,41,210,80,60,40,2
α
Erreurs relatives ǫr(α) et er(α)
(respetivement en traits ns et épais)
Pour α prohe de 0, er(α) tend vers l'inni tandis que l'erreur rela-
tive ǫr(α) reste bornée. On remarque également que la ourbure disrète
kd un mauvais omportement pour α petit. En eet kd tend vers la va-
leur π/ηmax lorsque α tend vers 0.
La ourbure disrète donne la ourbure réelle à une erreur ǫr(α) près.
Le tableau i-dessous donne les valeurs de l'erreur er(α) en fontion de
α :
er(α) 1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
α 0.836... 1.268... 1.471... 1.539... 1.560... 1.567... 1.569...
Plus l'angle en P se rapprohe de π, plus la majoration est préise.
1.6.2 Paraboles
Soit V = (P, P1, P2) une V -ligne symétrique et Γ un ar de parabole
ayant pour support V (voir la gure i-dessous). Après quelques aluls
qui ne présentent pas de diultés, on trouve :
ΩΓ(P ) =
 3/
√
8 si α ≤ α0
1
sinα
√
1 + 4 cot2 α
1 + 2 cot2 α
si α ≥ α0
où α0 = arctan(
√
2) = 0.95531... On a également :
kmax = k(P ) = 2
cosα
sin2 α
1
ηmax
et
k′max =

125 cos2 α
18
√
5 sin4 α
1
η2max
if α ≤ α1
24 sinα cos3 α
(1 + 3 cos2 α)3
1
η2max
si α ≥ α1
ave α1 = arctan(2
√
5) = 1.350808... Il est faile d'en déduire les ex-
pressions de ǫr(α), er(α) et δ(α).
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α2
2P1P
P
Γ
3
2,5
2
1,5
1
0,5
0
1,41,210,80,60,40,2
α
Erreurs relatives ǫr(α) et er(α)
(respetivement traits ns et épais)
Le tableau i-dessous donne les valeurs de er(α) en fontion de α :
er(α) 1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
α 1.157... 1.461... 1.537... 1.560... 1.567... 1.569... 1.5704...
Ii enore la préision est d'autant meilleure que l'angle en P se rap-
prohe de π.
1.6.3 Cerles vs paraboles
La gure i-dessous représente les graphes de la fontion δ(α) pour
le erle et la parabole :
100
80
60
40
20
0
1,41,210,80,60,40,2
α
Fontions δ pour le erle (trait n) et la parabole (trait epais)
Pour le erle et la parabole, δ est petit(≤ 20) pour des valeurs de α plus
grandes que 0.6. Par ontre l'erreur δ explose lorsque α tend vers 0. La
quantité δ(α) onverge lorsque α tend vers π/2, la valeur limite étant 6
pour le erle et
54
5
pour la parabole. Pour 0.48909... ≤ α ≤ 1.25732...
la majoration e(Γ, V ) est meilleure pour la parabole que pour le erle.
En eet pour es valeurs de α, le fateur de rappel est assez petit pour
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ompenser le terme supplémentaire faisant intervenir la dérivée de la
ourbure qui apparait dans le as de la parabole.
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Chapitre 2
Approximations des ourbures
des surfaes-I
2.1 Introdution
Dans le hapitre préédent, nous avons donné des estimations d'er-
reurs entre une ourbure lisse en un point d'une ourbe et une ourbure
disrète. Dans toute la suite, nous allons herher à obtenir des résultats
du même type mais dans le adre des surfaes de E
3. Etant donné un
maillage de E
3
que peut on dire des ourbures des surfaes qui passent
par les sommets de e maillage ? Cette question est très générale et on
ne pourra pas donner des indiations très préises sur les ourbures de
la surfae, mais si le maillage est susamment prohe de la surfae en
un sens que nous préiserons, alors, il se trouve que nous pouvons don-
ner des informations assez préises sur les ourbures des surfaes pas-
sant par les sommets du maillage. Un moyen de restreindre l'ensemble
des surfaes que nous voulons étudier est de faire une approximation
à priori sur les bornes supérieures des ourbures normales ainsi que
leurs dérivées. Ave es restritions et une hypothèse sur le fateur de
rappel en un point P de la surfae (voir la dénition i-dessous) nous
allons pouvoir énoner un résultat de majoration sur la diérene entre
le défaut angulaire en P du maillage et une fontion polynomiale par-
tiulière des ourbures prinipales en P de la surfae Σ. (Théorème 2).
Nous en déduirons une estimation d'erreur de la ourbure de Gauss de
Σ en P en utilisant la ourbure disrète k˜d :∣∣∣k˜d −K∣∣∣ ≤ Mk2max
Θ|Sn| η
2
max, (2.1)
où Sn est le module du maillage et M est une onstante stritement
positive dépendant du oeient de rappel ΩΣ(P ), du jet d'ordre 1 des
ourbures de la surfae en P, de n et de l'épaisseur Θ.
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2.2 Dénitions et notations
2.2.1 Notations
On désigne par P, P1, P2 trois points d'une surfae Σ, par NP la nor-
male unitaire de Σ en P, par Π1 (resp. Π2) le plan P +Vect(
−→
PP 1,NP)
(resp. P +Vect(
−→
PP 2,NP)), par β l'angle entre Π1 et Π2 et par γ l'angle
de P1PP2 (voir la gure i-dessous).
NP
P1
P2
β
P
Σ
γ
Π
Π
1
2
Soit k1 (resp. k2) la fontion ourbure le long de la ourbe Γ1 =
Σ ∩Π1 (resp. Γ2 = Σ ∩Π2) et dans la diretion de la ourbe et soit k′1
(resp. k′2) la dérivée par rapport à l'absisse urviligne. On pose :
kmax = max{sup
Γ1
|k1|, sup
Γ2
|k2|} et k′max = max{sup
Γ1
|k′1|, sup
Γ2
|k′2|}.
On désigne par ηi la distane (usuelle) dans R
3
entre P et Pi et on
pose :
ηmax = max{η1, η2}, ηmin = min{η1, η2}, η¯ = η1 + η2
2
et σ =
ηmax
ηmin
.
2.2.2 Dénitions
Définition 4 1. Soit Γ1 = Σ ∩ Π1 et Γ2 = Σ ∩ Π2 deux ourbes
dénies omme préédemment. On pose :
ΩΓ1,Γ2(P ) = max{ΩΓ1(P ),ΩΓ2(P )},
où ΩΓ1(P ) et ΩΓ2(P ) sont les oeients de rappels de Γ1 et Γ2
(dénis au hapitre préédent).
2. Le oeient de rappel de la surfae au point P est le nombre réel
ΩΣ(P ) = supΩΓ(P ),
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le maximum étant pris sur toutes les ourbes Γ qui s'érivent sous
la forme Γ = Σ ∩ Π où Π dérit l'ensemble des plans normaux à
la surfae Σ passant par P.
On suppose désormais la donnée d'un n-maillage Mn de E
3
'est à dire
un (n+1)-uplet de points distints (n > 2) (P, P1, ..., Pn) ∈ (R3)n+1. La
réalisation géométrique de Mn, est la réunion dans R
3
des n triangles
Eulidiens PiPPi+1. On le note Mn.
Définition 5 1. On appelle un n-maillage Mn de E
3
(n > 2) tout
(n+ 1)-uplet de points distints (P, P1, ..., Pn) ∈ (R3)n+1.
2. La réalisation géométrique de Mn, est la réunion dans R
3
des n
triangles Eulidiens PiPPi+1. On la note Mn.
3. L'épaisseur Θ du maillage Mn est le nombre réel
Θ =
n
min
i=1
| sin γi|,
où γi = ∠(
−→
PP i,
−→
PP i+1).
4. Le module du maillage Mn est le nombre réel
Sn =
n∑
i=1
1
4 sin γi
(
ηiηi+1 − cos γi
2
(η2i + η
2
i+1)
)
,
où ηi = |−→PP i| et γi = ∠(−→PP i,−→PP i+1),
5. la ourbure disrète normalisée par le module est :
k˜d =
2π −
n∑
i=1
γi
Sn
,
où Sn est le module du maillage.
Définition 6 On dit que Mn = (P, P1, ..., Pn) est une approximation
linéaire par moreaux de Σ autour du point P si :
1. P ∈ Σ et ∀i ∈ {1, ..., n}, Pi ∈ Σ.
2. La restrition π|Mn : Mn → TPΣ est un homéomorphisme sur
son image.
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2.3 Enoné du Théorème Prinipal
Théorème 2 Soit Σ une surfae régulière de E3 de lasse C2. Soit n ∈
N. Soit Mn = (P, P1, . . . , Pn) une approximation linéaire par moreaux
de Σ. Pour tout i = 1, . . . n, on note Πi le plan passant par P, Pi et
ontenant le veteur normal en P à la surfae. On suppose que :
 Les ourbes Γi = Σ ∩Πi, i = 1, . . . , n sont des ourbes lisses,
 kmaxηmaxΩΣ(P ) < π,
 l'épaisseur Θ du maillage est > 0.
Alors il existe des fontions An, Bn et Cn polynmiales et homogènes
de degré 2 en η1, . . . , ηn (qui ne dépendent que de la onguration du
n-maillage par rapport à la surfae) telles que :∣∣∣∣∣
(
2π −
n∑
i=1
γi
)
− (AnK +Bnk2M + Cnk2m)
∣∣∣∣∣ ≤ M1η3max +M2η4max,
(2.2)
M1 etM2 étant des onstantes dépendant du oeient de rappel ΩΣ(P ),
du jet d'ordre 1 des ourbures de la surfae en P, de l'entier n et de
l'épaisseur Θ.
Remarque
1. Dans e théorème toutes les notations sont des généralisations
évidentes des aniennes notations sauf pour K, kM et km qui dé-
signent respetivement la ourbure de Gauss, la plus grande et
la plus petite ourbure prinipale. De plus kmax désigne la borne
supérieure supΣ(|kM |, |km|) et ΩΣ(P ) le maximum de ΩΓ(P ) sur
toutes les ourbes Γ = Π∩Σ où Π est le plan ontenant la normale
de Σ en P.
2. Les valeurs des onstantes M1 et M2 dénies dans le théorème 2
sont dénies omme suit :
C =
1
2
ΩΣ(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΣ(P )
)
,
Ξ1 = g1(
1
2
ΩΣ(P )kmaxηmax),
où g1 est dénie sur ]− π2 , π2 [ par tan θ = θ + θ2g1(θ),
Ξ2 = g2(
1
2
ΩΣ(P )kmaxηmax),
où g2 est dénie sur ]− π2 , π2 [ par :
1
cos(θ)
= 1 +
1
2
θ2 +
θ3
2
g2(θ),
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M1 =
n
Θ
kmax
(
C +
1
4
Ω2Σ(P )Ξ1k
2
max
)
+
n
Θ
(1 +
π
8ΩΣ(P )
)
(
Ckmax +
1
8
Ω3Σ(P )Ξ2k
3
max
)
,
M2 =
nπ2
16
Ω4Σ(P )
(
1 +
3
Θ
)2
k4max +
n
Θ
(
C +
1
4
Ω2Σ(P )Ξ1k
2
max
)2
+
n
Θ
C2(1 +
π
8ΩΣ(P )
).
3. Le théorème 2 est plus théorique que pratique puisque An, Bn
et Cn dépendent à la fois des données du n-maillage (qui sont
supposées onnues) et des données de la surfae (qui ne sont pas
onnues).
On déduit de e théorème les deux orollaires suivant :
Corollaire 1 Soit Σ une surfae régulière de E3 de lasse C2.
Soit Mn = (P, P1, . . . , Pn) une approximation linéaire par moreaux de
Σ.
Pour tout i = 1, . . . n, on note Πi le plan passant par P, Pi et ontenant
le veteur normal en P à la surfae.
On suppose que :
 Les ourbes Γi = Σ ∩ Πi, i = 1, . . . , n sont des ourbes lisses,
 kmaxηmaxΩΣ(P ) < π,
 l'épaisseur Θ du maillage est > 0.
Alors on a :
|2π −
n∑
i=1
γi − SnK| ≤ n
2Θ
(
(kM − km)2 + |k2M − k2m|
)
η2max
+ M1η
3
max +M2η
4
max,
(2.3)
où Sn est le module du maillage.
Corollaire 2 Soit Σ une surfae régulière de E3 de lasse C2.
Soit Mn = (P, P1, . . . , Pn) une approximation linéaire par moreaux de
Σ.
Pour tout i = 1, . . . n, on note Πi le plan passant par P, Pi et ontenant
le veteur normal en P à la surfae.
On suppose que :
 Les ourbes Γi = Σ ∩ Πi, i = 1, . . . , n sont des ourbes lisses,
 kmaxηmaxΩΣ(P ) < π,
 l'épaisseur Θ du maillage est > 0,
 le module Sn du maillage est non nul.
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Alors, on a : ∣∣∣k˜d −K∣∣∣ ≤ Mk2max
Θ|Sn| η
2
max, (2.4)
où Sn est le module du maillage et M est une onstante stritement
positive dépendant du oeient de rappel ΩΣ(P ), du jet d'ordre 1 des
ourbures de la surfae en P, de n et de l'épaisseur Θ.
2.4 Preuve du théorème 2
Nous donnons d'abord un lemme alulatoire très simple :
Lemme 7 Dans la situation dérite par les gures i-dessus, on a :
cos γ = cos θ1 cos θ2 cosβ + sin θ1 sin θ2
sin2 γ = cos2 θ1 sin
2 θ2 + cos
2 θ2 sin
2 θ1 − 2 cos θ1 cos θ2 sin θ1 sin θ2 cosβ+
cos2 θ1 cos
2 θ2 sin
2 β.
P1
η 1η 2
P2
θ2
P1
NP
P2
T2
T1 P
θ1
Π
2
1
Π
γ
Σ
P
β
Preuve du lemme 7.  Il sut de aluler le produit salaire <−→
PP 1,
−→
PP 2 > pour avoir la première formule et le arré de la norme du
produit vetoriel ‖−→PP 1 ∧ −→PP 2‖2 pour la deuxième. 
2.4.1 Lemme prinipal d'estimation
Le lemme 8 donne une estimation de la diérene des deux angles
β et γ en fontion des ourbures de la surfae Σ, la onguration des
trois points {P1, P, P2} et le oeient de rappel ΩΓ1,Γ2(P ).
Lemme 8 Soit Σ une surfae régulière de E3 de lasse C2 et {P1, P, P2} ⊂
Σ.
On suppose que :
 Les ourbes Γi = Σ ∩Πi, i = 1, 2 sont des ourbes lisses,
 kmaxηmaxΩΓ1,Γ2(P ) < π,
2.4. PREUVE DU THÉORÈME 2 41
 | sin γ| > 0.
Alors,∣∣∣∣(β − γ)− ( 14 sin(γ)k1k2η1η2 − 18 cot(γ)(k21η21 + k22η22)
)∣∣∣∣ ≤ C1η3max+C2η4max,
ave :
C =
1
2
ΩΣ(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΣ(P )
)
,
Ξ1 = g1(
1
2
ΩΣ(P )kmaxηmax),
où g1 est dénie sur ]− π2 , π2 [ par tan θ = θ + θ2g1(θ),
Ξ2 = g2(
1
2
ΩΣ(P )kmaxηmax),
où g2 est dénie sur ]− π2 , π2 [ par :
1
cos(θ)
= 1 +
1
2
θ2 +
θ3
2
g2(θ),
C1 =
1
Θ
kmax
(
C +
1
4
Ω2Σ(P )Ξ1k
2
max
)
+
1
Θ
(1 +
π
8ΩΣ(P )
)
(
Ckmax +
1
8
Ω3Σ(P )Ξ2k
3
max
)
,
C2 =
π2
16
Ω4Σ(P )
(
1 +
3
Θ
)2
k4max +
1
Θ
(
C +
1
4
Ω2Σ(P )Ξ1k
2
max
)2
+
1
Θ
C2(1 +
π
8ΩΣ(P )
).
2.4.2 Preuve du lemme 8
Nous donnons la preuve du lemme 8 en quatre étapes.
2.4.3 Etape 1
Soit
β − γ = cosβ − cos γ− sin γ +
∫ β
γ
(β − t) cos tdt,
le développement de Taylor-Laplae de la fontion osinus entre γ et
β. A l'aide du lemme préparatoire on en déduit :
cos β − cos γ
− sin γ = −l1 cot γ + l2
1
sin γ
,
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ave,
l1 =
1
cos θ1 cos θ2
− 1, l2 = tan θ1 tan θ2.
Ainsi la diérene β − γ peut s'érire :
β − γ = −l1 cot γ + l2 1
sin γ
+
∫ β
γ
(β − t) cos tdt.
On a :
l1 =
1
8
(k21η
2
1 + k
2
2η
2
2) +O(η
3
max), l2 =
1
4
k1k2η1η2 +O(η
3
max),
et, ∫ β
γ
(β − t) cos tdt = O(η4max).
La preuve se ramène alors à trouver une borne supérieure expliite de
la forme C1η
3
max + C2η
4
max à la plae du O(η
3
max).
2.4.4 Etape 2
Le but de ette partie est de montrer que :∣∣∣∣∫ β
γ
(β − t) cos tdt
∣∣∣∣ ≤ π216Ω4Γ1,Γ2(P )
(
1 +
3
sin γ
)2
k4maxη
4
max.
On observe d'abord que β est dans [0, π[ puisqu'il s'agit d'un angle
entre deux plans(non orientés) et que γ ∈ [0, π[ également. Ainsi :
|β − γ| ≤ π,
et on a la formule i-dessous :
|β − γ| ≤ π
2
(| cosβ − cos γ|+ | sinβ − sin γ|) .
En eet :
| cosβ − cos γ|+ | sinβ − sin γ| = 2| cos(β+γ
2
) sin(β−γ
2
)|
+2| sin(β+γ
2
) sin(β−γ
2
)|.
Par onséquent,
| cosβ − cos γ| + | sin β − sin γ|
≥ 2| sin(β−γ
2
)| (| cos(β+γ
2
)|+ | sin(β+γ
2
)|) .
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D'après l'inégalité triangulaire :
| cos(β + γ
2
)|+ | sin(β + γ
2
)| ≥ 1.
Par suite,
| cosβ − cos γ|+ | sin β − sin γ| ≥ 2| sin(β − γ
2
)| ≥ 2 2
π
∣∣∣∣β − γ2
∣∣∣∣ ,
puisque
∣∣β−γ
2
∣∣ ≤ π
2
.
En utilisant le lemme 7, il est faile de voir que :
| cosβ − cos γ| ≤ 2 sin2 θmax et | sin2 β − sin2 γ| ≤ 6 sin2 θmax,
où θmax = max{|θ1|, |θ2|}.
La dernière inégalité implique que :
| sin β − sin γ| ≤ 6
sin β + sin γ
sin2 θmax ≤ 6
sin γ
sin2 θmax.
Par onséquent, on a :
|β − γ| ≤ π
(
1 +
3
sin γ
)
θ2max ≤
π
4
Ω2Γ1,Γ2(P )
(
1 +
3
sin γ
)
k2maxη
2
max.
Finalement,
| ∫ β
γ
(β − t) cos tdt| ≤ ∫ β
γ
|β − t|dt
≤ |β − γ|2 ≤ π2
16
Ω4Γ1,Γ2(P )(1 +
3
sin γ
)2k4maxη
4
max,
omme annoné plus haut.
2.4.5 Etape 3
Dans ette partie on montre que :
|l2 − 14k1k2η1η2| ≤ kmax(C + 14Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k2max)η3max
+(C + 1
4
Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k
2
max)
2η4max,
où
C = 2ΩΓ(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΓ(P )
)
ηmax,
et
Ξ1 = g1(
1
2
ΩΓ1,Γ2(P )kmaxηmax),
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ave g1 déni sur ]− π2 , π2 [ par :
tan θ = θ + θ2g1(θ).
Puisque
ΩΓ1,Γ2(P )kmaxηmax < π,
on a :
Ξ1 < +∞.
On rappelle que l2 = tan θ1 tan θ2. Le développement de Taylor-Laplae
de tan θ est :
tan θ = θ +
∫ θ
0
(θ − t) tan′′(t)dt.
= θ + θ2
∫ 1
0
(1− u) tan′′(θu)du.
On a par onséquent :
g1(θ) =
∫ 1
0
(1− u) tan′′(θu)du.
On pose : e(θ) = θ − k
2
η.
Ainsi, on a :
tan θ =
k
2
η + e(θ) + g1(θ).
D'après
l2 = tan θ1 tan θ2 =
(
1
2
η1k2 + e(θ1) + θ
2
1g1(θ1)
)(
1
2
η2k2 + e(θ2) + θ
2
2g1(θ2)
)
,
on en déduit que :
l2 − 1
4
k1k2η1η2 = El2 ,
où,
El2 =
1
2
η1k1 (e(θ2) + θ
2
2g1(θ2)) +
1
2
η2k2 (e(θ1) + θ
2
1g1(θ1))
+ (e(θ1) + θ
2
1g1(θ1)) (e(θ2) + θ
2
2g1(θ2)) .
D'après les résultats du hapitre 1, on a :
|e(θ)| ≤ Cη2max.
Puisque g1(θ) est une fontion impaire roissante,
|g1(θ)| ≤ g1(θmax).
On obtient nalement :
|El2 | ≤ kmax
(
C +
1
4
Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k
2
max
)
η3max+
(
C +
1
4
Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k
2
max
)2
η4max.
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2.4.6 Etape 4
En utilisant des tehniques similaires à elles de l'étape préédente,
un alul un peu fastidieux montre que :
|l1 − 18(k1η21 + k22η22)| ≤ (1 +
1
8
ηmaxkmax)((Ckmax +
1
8
Ω3Γ1,Γ2(P )Ξ2k
3
max)η
3
max
+C2η4max),
où
C = 2ΩΓ(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΓ(P )
)
ηmax,
est la onstante qui apparait dans le théorème 1 sur les ourbes, Ξ2
désigne g2(
1
2
ΩΓ1,Γ2(P )kmaxηmax) ave g2 dénie sur ]− π2 , π2 [ par :
1
cos(θ)
= 1 +
1
2
θ2 +
θ3
2
g2(θ).
Puisque
ΩΓ1,Γ2(P )kmaxηmax < π,
on a également
Ξ2 < +∞.
En additionnant les majorations préédentes, on obtient :∣∣∣∣(β − γ)− ( 14 sin(γ)k1k2η1η2 − 18 cot(γ)(k21η21 + k22η22)
)∣∣∣∣ ≤ C1η3max+C2η4max,
ave,
C1 =
1
| sin γ|kmax
(
C +
1
4
Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k
2
max
)
+| cot γ|(1 + π
8ΩΓ1,Γ2(P )
)
(
Ckmax +
1
8
Ω3Γ1,Γ2(P )Ξ2k
3
max
)
,
C2 =
π2
16
Ω4Γ1,Γ2(P )
(
1 +
3
| sin γ|
)2
k4max +
1
| sin γ|
(
C +
1
4
Ω2Γ1,Γ2(P )Ξ1k
2
max
)2
+| cot γ|C2(1 + π
8ΩΓ1,Γ2(P )
),
où on a posé :
C =
1
2
ΩΓ1,Γ2(P )
3
(
k3max
8
ηmax +
k′max
3
ΩΓ(P )
)
.
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On déduit failement le Théorème 2 en utilisant le lemme 8 pour
haque triangle PiPPi+1. Néammoins il y a dans le as des surfaes une
légère simpliation ar
∑n
i=1 βi est remplaé par 2π. L'égalité
n∑
i=1
βi = 2π,
est vériée arMn est une approximation par moreaux de Σ et don,
par dénition, la projetion orthogonale :
π :Mn −→ TPΣ,
est 1-1 linéaire par moreaux sur son image. L'image i-dessous montre
un as où π n'est pas 1-1 (et don Mn n'est pas une approximation
par moreaux de Σ) et on a évidement
∑n
i=1 βi 6= 2π (On rappelle que
0 ≤ βi < π).
P
Σ
Les Constantes M1 et M2 qui apparaissent dans le Théorème 2 ont les
expressions suivantes :
M1 = nC1 and M2 = nC˜2
où C1 est la onstante qui apparait dans le lemme prinipal d'estimation
et C˜2 a la même expression que C2 mais où sin γ est remplaé par
l'épaisseur Θ = mini∈{1,...,n} | sin γi|. 
2.5 Preuve du orollaire 1
On suppose que le plan Πi normal à la surfae ontenant les points
P et Πi est déni par l'angle ϑi. On pose ci = cosϑi, et si = sinϑi.
Après quelques aluls, on obtient :
An =
1
4 sin γi
n∑
i=1
(
ηiηi+1(c
2
i s
2
i+1 + s
2
i c
2
i+1)− cos γi(η2i c2i s2i + η2i+1c2i+1s2i+1)
)
,
Bn =
1
4 sin γi
n∑
i=1
(
ηiηi+1c
2
i c
2
i+1 −
1
2
cos γi(η
2
i c
4
i + η
2
i+1c
4
i+1)
)
,
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Cn =
1
4 sin γi
n∑
i=1
(
ηiηi+1s
2
i s
2
i+1 −
1
2
cos γi(η
2
i s
4
i + η
2
i+1s
4
i+1)
)
.
Il est faile de voir que l'on a :
Sn = An +Bn + Cn.
D'où :
|AnK+Bnk2M+Cnk2m−SnK| ≤
|Bn + Cn|
2
(kM−km)2+ |Bn − Cn|
2
|k2M−k2m|.
Pour nir la majoration, on utilise les inégalités suivantes :
|Bn| ≤ n
2Θ
η2max
et
|Cn| ≤ n
2Θ
η2max.

2.6 Preuve du orollaire 2
D'après le orollaire 1, on a :
|(2π −∑ni=1 γi)− SnK| ≤ n2Θ ((kM − km)2 + |k2M − k2m|) η2max
+M1η
3
max +M2η
4
max,
ave
Sn = An +Bn + Cn =
n∑
i=1
1
4 sin γi
(
ηiηi+1 − cos γi
2
(η2i + η
2
i+1)
)
.
On en déduit que :∣∣∣∣∣
(
2π −
n∑
i=1
γi
)
− SnK
∣∣∣∣∣ ≤ n2Θ6k2maxη2max (M1ηmax +M2η2max) .
En divisant par |Sn|, on en déduit le résultat. 
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Chapitre 3
Approximations des ourbures
des surfaes-II
3.1 Introdution
Soit Σ une surfae régulière de lasse C2 au moins et P un point de
Σ. Dans la hapitre préédent, on a donné sous ertaines hypothèses,
la majoration suivante entre la ourbure disrète k˜d et la ourbure de
Gauss de Σ en P : ∣∣∣k˜d −K∣∣∣ ≤ Mk2max
Θ|Sn| η
2
max, (3.1)
où Sn est le module du maillage et M est une onstante stritement
positive dépendant du oeient de rappel ΩΣ(P ), du jet d'ordre 1
des ourbures de la surfae en P, de n et de l'épaisseur Θ. Dans e
hapitre, nous allons donner une majoration qui fait intervenir une
autre ourbure disrète kd :
|kd − k| ≤ N(ηmax, kmax, k′max,ΩΣ(P ),Θ, σ,∆,Λ, n), (3.2)
où k est un polynme homogène en les ourbures de la surfaes, N(. . .)
est une fontion qui dépend du 1-jet des fontions ourbures, du oe-
ient de rappelΩΣ(P ) et des données du n-maillages (omme l'épaisseur
Θ, le déplaement ∆, la déformation en longueur Λ, ηmax, le nombre
de points n du maillage et σ). Cette nouvelle inégalité dière de la
préédente sur deux points fondamentaux :
 on a fait apparaître un polynme homogène de degré 2 en les
ourbures prinipales dont les oeients ne dépendent que de
l'entier n;
 en revanhe, la fontion N(. . .) n'a pas de limite nulle en général
et peut même tendre vers l'inni ;
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 nous aurons intéret à érire N = N1ηmax + N2η
2
max, où N1 et N2
sont des fontions dépendant des mêmes variables que la fontion
N(. . .). Il faudra prendre garde qu'en général N1 et N2 ne tendent
pas vers 0 ave ηmax.
On verra l'intérêt de ette nouvelle majoration dans le hapitre suivant
lorsque nous traiterons le as des paramétrisation onformes.
3.2 Dénitions et notations
Définition 7 1. Le déplaement d'un n-maillageMn = (P, P1, . . . , Pn)
est le nombre
∆ =
maxi∈{1,...,n} |−→PP i+1 +−→PP i−1 − 2 cos(2πn )
−→
PP i|
η2max
.
2. La déformation en longueur de Mn est :
Λ =
ηmax − ηmin
η2max
,
on pose :
σ =
ηmax
ηmin
.
Pour tout maillageMn = (P, P1, . . . , Pn), on notera :
 A =
Aire(Mn)
n
,
 kd =
2π −∑ni=1 γi
A
, où γi = ∠(
−→
PP i,
−→
PP i+1),
 on notera : k =
n
8 sin2(2π
n
)
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2M + k
2
m)
)
, où
kM et km désignent les ourbures prinipales de la surfae en P,
κ1(x) = −2 cos2 x− cosx+ 3, κ2(x) = cos2 x− 3
2
cosx+
1
2
.
3.3 Enoné du Théorème prinipal
Théorème 3 Soit Σ ⊆ E3 une surfae régulière de lasse C2.
Soit Mn = (P, P1, . . . , Pn) un n-maillage (n 6= 4, n > 2) qui est une
approximation linéaire par moreaux de Σ.
Pour tout i = 1, . . . n, on note Πi le plan passant par P, Pi et ontenant
le veteur normal en P à la surfae.
On suppose que :
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 Pour tout i = 1 . . . n, les ourbes Γi = Σ ∩ Πi sont des ourbes
lisses,
 kmaxηmaxΩΣ(P ) < π,
 l'épaisseur Θ du maillage est > 0.
Alors, on a :
|kd − k| ≤ N(ηmax, kmax, k′max,ΩΣ(P ),Θ, σ,∆,Λ, n), (3.3)
où N(. . .) est une fontion qui dépend du 1-jet des fontions ourbures,
du oeient de rappel ΩΣ(P ) et des données du n-maillages (omme
l'épaisseur Θ, le déplaement ∆, la déformation en longueur Λ, ηmax,
n et σ).
Si n = 4 le résultat fait intervenir la torsion géodésique de la surfae Σ
au point P.
3.4 Preuve du Théorème 3
3.4.1 Déplaement et déformation en longueur
Le déplaement donne une borne supérieure de la variation de l'aire
des triangles.
Fait 1.  |Aire(PiPPi+1)− Aire(Pi−1PPi)| ≤ 12∆η3max.
Preuve.  Soit Vi =
−→
PPi+ 1 +
−→
PP i−1 − 2 cos(2πn )
−→
PP i, on a :
−→
PP i ∧−→PPi+ 1 = −→PP i ∧ (−−→PP i−1 + 2 cos(2πn )
−→
PP i + Vi)
=
−→
PP i−1 ∧ −→PP i +−→PP i ∧ Vi.
Par suite,∣∣∣‖−→PP i ∧ −→PP i+1‖ − ‖−→PP i−1 ∧−→PP i‖∣∣∣ ≤ ‖−→PP i‖‖Vi‖ ≤ ∆η3max.

Fait 2.  |A− Aire(PiPPi+1)| ≤ n− 1
4
∆η3max.
Preuve.  Pour tout entier n ≥ 3, majorons
D(n) = |nA− nAire(PiPPi+1)|.
On a pour tout entier n ≥ 3 :
D(n) ≤ ∑n−1k=1 |Aire(Pi+kPPi+k+1)− Aire(PiPPi+1)|
≤ ∑n−1k=1∑k−1j=0 |Aire(Pi+j+1PPi+j+2)−Aire(Pi+jPPi+j+1)|
≤ ∑n−1k=1 k 12∆η3max
≤ n(n−1)
4
∆η3max.
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On a utilisé impliitement la n-périodiité des Pi pour i ∈ N, (par
exemple Pn+1 = P1). 
Fait 3. 
∣∣∣∣ 1A − 1Aire(PiPPi+1)
∣∣∣∣ ≤ (n− 1)σ4∆Θ2 1ηmax .
Preuve.  Pour simplier on pose : Ai = Aire(PiPPi+1) =
1
2
ηiηi+1 sin γi.∣∣∣∣ 1A − 1Ai
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣A− AiAAi
∣∣∣∣
≤ n− 1
4
∆η3max
1
AAi
≤ (n− 1)∆η3max
1
Θ2η4min
.
Puisque ηmin =
1
σ
ηmax, on obtient le résultat souhaité. 
La déformation en longueur donne une borne supérieure de la variation
en longueur des arêtes.
Fait 4.  |ηi − η¯| ≤ Λη2max.
La preuve est immédiate, puisque η¯ =
1
n
n∑
i=1
ηi. Le déplaement et la
déformation en longueur permettent de ontrler la variation des angles
des triangles.
Fait 5.  |sin γi − sin γi−1| ≤ (∆ + 4Λ)ηmax + 2Λ2η2max.
Preuve.  Soit Λi =
ηi − ηmax
η2max
. On a |Λi| ≤ Λ. D'après
ηi = ηmax + Λiη
2
max,
on en déduit que
ηiηi+1 sin γi − ηi−1ηi sin γi−1 = (sin γi − sin γi−1)η2max
−(Λi−1ηi + Λiηi−1) sin γi−1η2max
+(Λiηi+1 + Λi+1ηi) sin γiη
2
max
+(Λi−1Λi sin γi−1 − ΛiΛi+1 sin γi)η4max.
Ainsi,∣∣η2max(sin γi − sin γi−1)∣∣ ≤ |ηiηi+1 sin γi−ηi−1ηi sin γi−1|+4Λη3max+2Λ2η4max.
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D'après le fait 1, on a :
|ηiηi+1 sin γi − ηi−1ηi sin γi−1| ≤ ∆η3max.

Fait 6.  | cos γi− cos γi−1| ≤
(
2 +
2σ∣∣cos(2π
n
)
∣∣
)
Ληmax+
2σ∆∣∣cos(2π
n
)
∣∣η2max.
Preuve.  Comme plus haut, on pose Vi =
−→
PP i+1+
−→
PP i−1−2 cos(2πn )
−→
PP i.
On a :
2 cos(2π
n
) <
−→
PP i,
−→
PP i−1 > = <
−→
PP i+1 +
−→
PP i−1,
−→
PP i−1 >
− < Vi,−→PP i−1 >
= <
−→
PP i+1,
−→
PP i−1 > +η2i−1
− < Vi,−→PP i−1 > .
Par onséquent,
2 cos(2π
n
)(<
−→
PP i,
−→
PP i−1 > − < −→PP i,−→PP i+1 >)
= η2i−1 − η2i+1+ < Vi,
−→
PP i+1 −−→PP i−1 >
et,
2ηi
∣∣∣∣cos(2πn )
∣∣∣∣ |ηi−1 cos γi−1 − ηi+1 cos γi| ≤ |η2i−1 − η2i+1|+ 2∆η3max.
Mais,
|η2i−1 − η2i+1| = |ηi−1 − ηi+1||ηi−1 + ηi+1| ≤ 2Λη3max.
Puisque ηi ≥ ηmin = 1
σ
ηmax, on obtient :
|ηi−1 cos γi−1 − ηi+1 cos γi| ≤ 2σΛ∣∣cos(2π
n
)
∣∣η2max + 2σ∆∣∣cos(2π
n
)
∣∣η3max.
D'autre part, on a :
ηmax(cos γi − cos γi−1) = (ηmax − ηi+1) cos γi − (ηmax − ηi−1) cos γi−1
+ ηi+1 cos γi − ηi−1 cos γi−1.
Don,
ηmax| cos γi − cos γi−1| ≤ |ηmax − ηi+1|+ |ηmax − ηi−1|
+ |ηi−1 cos γi−1 − ηi+1 cos γi|.
Par suite,
| cos γi − cos γi−1| ≤ 2Ληmax + 2σΛ∣∣cos(2π
n
)
∣∣ηmax + 2σ∆∣∣cos(2π
n
)
∣∣η2max.
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
Fait 7.  |γi − γi−1| ≤ F1ηmax + F2η2max ave,
F1 =
π
2
(
6Λ +
2σΛ∣∣cos(2π
n
)
∣∣ +∆
)
et F2 =
π
2
(
2σ∆∣∣cos(2π
n
)
∣∣ + 2Λ2
)
.
Preuve.  On a (voir étape 2 de la preuve du théorème prinipal
d'estimation)
|γi − γi−1| ≤ π
2
(| cos γi − cos γi−1|+ | sin γi − sin γi−1|) .

Fait 8.  Soit γ¯ =
1
n
n∑
i=1
γi, on a :
|γ¯ − γi| ≤ n− 1
2
F1ηmax +
n− 1
2
F2η
2
max.
Preuve.  Puisque,
|γi+k − γi| ≤ kF1ηmax + kF2η2max,
on a :
n|γ¯ − γi| ≤
∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1
(γi+k − γi)
∣∣∣∣∣ ≤ n(n− 1)2 (F1ηmax + F2η2max).

Fait 9. 
∣∣∣∣2πn − γ¯
∣∣∣∣ ≤ π4Ω2Σ(P )k2max
(
1 +
3
Θ
)
η2max.
Preuve.  On a vu dans la preuve du théorème prinipal d'estimation
que (étape 2) :
|βi − γi| ≤ π
4
Ω2Σ(P )k
2
max
(
1 +
3
sin γi
)
η2max.
Don, ∣∣∣∣∣
n∑
i=1
βi −
n∑
i=1
γi
∣∣∣∣∣ ≤ nπ4Ω2Σ(P )k2max
(
1 +
3
Θ
)
η2max.

Fait 10.  On a :∣∣∣∣γi − 2πn
∣∣∣∣ ≤ n− 12 F1ηmax +
(
π
4
Ω2Σ(P )k
2
max
(
1 +
3
Θ
)
+
n− 1
2
F2
)
η2max
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∣∣∣∣ ≤ n− 12 F1ηmax+
(
2π
4
Ω2Σ(P )k
2
max
(
1 +
3
Θ
)
+
n− 1
2
F2
)
η2max.
Pour simplier on érit :∣∣∣∣βi − 2πn
∣∣∣∣ ≤ F3ηmax + F4η2max∣∣∣∣γi − 2πn
∣∣∣∣ ≤ F3ηmax + F5η2max.
Preuve.  Il sut d'observer que :∣∣∣∣γi − 2πn
∣∣∣∣ ≤ |γi − γ¯|+ ∣∣∣∣γ¯ − 2πn
∣∣∣∣ ,
et, ∣∣∣∣βi − 2πn
∣∣∣∣ ≤ |βi − γi|+ ∣∣∣∣γi − 2πn
∣∣∣∣ .

3.4.2 Simpliation à l'aide du défaut angulaire moyen
On rappelle que l'on a :
βi − γi = δi +O(η3max),
ave,
δi =
1
4 sin(γi)
kiki+1ηiηi+1 − 1
8
cot(γi)(k
2
i η
2
i + k
2
i+1η
2
i+1).
Ainsi pour une approximation linéaire par moreaux :
2π −
n∑
i=1
γi =
n∑
i=1
δi +O(η
3
max),
et la seule diulté est de simplier la quantité
∑n
i=1 δi.
Définition 8 Le défaut angulaire moyen d'un n-maillage de Σ au
triangle PiPPi+1 est la quantité :
µi =
1
8A
(
kiki+1 − cos(2π
n
)k2i
)
η¯4.
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Lemme 9 Soit Mn un n-maillage alors, on a :∣∣∣∣∣
n∑
i=1
δi −
n∑
i=1
µi
∣∣∣∣∣ ≤ D1η3max +D2η4max,
où D1 et D2 dépendent du 1-jet des fontions ourbures, du fateur
de rappel ΩΣ(P ) et des données du n-maillage (les expressions préises
sont données dans la preuve).
Preuve du lemme 8.  D'après le lemme prinipal d'estimation
(lemme 6), on a :
|δi − 14ηiηi+1 sin γi (kiki+1η2i η2i+1 − 12 cos γiηiηi+1(k2i η2i + k2i+1η2i+1))|
≤ C1η3max + C2η4max.
On remarque que :∣∣∣∣kiki+1η2i η2i+1 − 12 cos γiηiηi+1(k2i η2i + k2i+1η2i+1)
∣∣∣∣ ≤ 2k2maxη4max.
Par suite , d'après le fait 3 on a :
|δi − 18A(kiki+1η2i η2i+1 − 12 cos γiηiηi+1(k2i η2i + k2i+1η2i+1))|≤ (C1 + C3)η3max + C2η4max,
ave,
C3 =
2(n− 1)k2maxσ4∆
Θ2
.
Puisque,
cos γi =
<
−→
PP i,
−→
PP i+1 >
ηiηi+1
,
on obtient :
|δi − 18A(kiki+1η2i η2i+1 − 12 <
−→
PP i,
−→
PP i+1 > (k
2
i η
2
i + k
2
i+1η
2
i+1))|
≤ (C1 + C3)η3max + C2η4max.
Soit,
S =
n∑
i=1
<
−→
PP i,
−→
PP i+1 > (k
2
i η
2
i + k
2
i+1η
2
i+1).
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On a :
S =
n∑
i=1
<
−→
PP i,
−→
PP i+1 > k
2
i η
2
i +
n∑
i=1
<
−→
PP i,
−→
PP i+1 > k
2
i+1η
2
i+1
=
n∑
i=1
<
−→
PP i,
−→
PP i+1 > k
2
i η
2
i +
n∑
i=1
<
−→
PP i−1,
−→
PP i > k
2
i η
2
i
=
n∑
i=1
<
−→
PP i,
−→
PP i−1 +
−→
PP i+1 > k
2
i η
2
i .
Mais,
<
−→
PP i,
−→
PP i−1 +
−→
PP i+1 > = <
−→
PP i,
−→
PP i−1 +
−→
PP i+1 − 2 cos(2πn )
−→
PP i >
+ 2 cos(2π
n
) <
−→
PP i,
−→
PP i >,
ave, ∣∣∣∣< −→PP i,−→PP i−1 +−→PP i+1 − 2 cos(2πn )−→PP i >
∣∣∣∣ ≤ ∆η3max.
Par onséquent, ∣∣∣∣∣S −
n∑
i=1
2 cos(
2π
n
)η4i
∣∣∣∣∣ ≤ n∆k2maxη5max,
et,
|∑ni=1 δi − ∑ni=1 18A(kiki+1η2i η2i+1 − cos(2πn )k2i η4i )|≤ nC1 + C3 + C4)η3max + nC2η4max,
ave,
C4 =
n
8
σ2∆
Θ
k2max.
D'après le fait 4,
|ηi − η¯| ≤ Λη2max,
don,
|η2i − η¯2| ≤ 2Λη3max et |η4i − η¯4| ≤ 4Λη5max.
D'après,
(η2i − η¯2)(η2i+1 + η¯2) = η2i η2i+1 − η¯4 + (η2i − η2i+1)η¯2,
on en déduit que :
|η2i η2i+1 − η¯4| ≤ 4Λη5max + 2Λη5max = 6Λη5max.
58CHAPITRE 3. APPROXIMATIONS DES COURBURES DES SURFACES-II
Par suite, on a :∣∣∣∣(kiki+1η2i η2i+1 − cos(2πn )k2i η4i
)
− 8Aµi
∣∣∣∣ ≤ 12Λk2maxη5max.
Ainsi,∣∣∣∣∣
n∑
i=1
1
8A
(
kiki+1η
2
i η
2
i+1 − cos(
2π
n
)k2i η
4
i
)
−
n∑
i=1
µi
∣∣∣∣∣ ≤ C5η3max,
ave,
C5 =
3nσ2k2maxΛ
Θ
.
Finalement, ∣∣∣∣∣
n∑
i=1
δi −
n∑
i=1
µi
∣∣∣∣∣ ≤ D1η3max +D2η4max,
ave D1 = nC1 + C3 + C4 + C5 et D2 = nC2. 
3.4.3 Lemme de rédution
On désigne par vm et vM les deux veteurs unitaires de TPΣ paral-
lèles aux diretions prinipales et vφ = cosφvM + sin φvm. La ourbure
dans la diretion vφ a l'expression suivante :
k(φ) = kM cos
2 φ+ km sin
2 φ.
Soit φ tel que k1 = k(φ), alors on a ki = k(
i−1∑
j=1
βj + φ). On pose :
R(φ+
2iπ
n
) = k(φ+
2iπ
n
)k(φ+
2(i+ 1)π
n
)− cos(2π
n
)k2(φ+
2iπ
n
).
Le but de e hapitre est de prouver le lemme de rédution.
Lemme 10 On a :∣∣∣∣∣
n∑
i=1
µi −
n∑
i=1
1
8A
R(φ+
2iπ
n
)η¯4
∣∣∣∣∣ ≤ Q1η3max +Q2η4max,
où Q1 et Q1 dépendent du 1-jet des fontions ourbures, du fateur de
rappel ΩΣ(P ) et des données du n-maillage (les expressions préises
sont données dans la preuve ).
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Preuve du lemme 10.  On désigne par φi l' angle φ +
∑i−1
j=1 βj,
d'après la prop 10, si i ≥ 1,∣∣∣∣φi − 2(i− 1)πn − φ
∣∣∣∣ ≤ (i− 1)F3ηmax + (i− 1)F4η2max,
et, ∣∣∣∣cos2 φi − cos2(2(i− 1)πn + φ)
∣∣∣∣ ≤ 2(i− 1) (F3ηmax + F4η2max) ,∣∣∣∣sin2 φi − sin2(2(i− 1)πn + φ)
∣∣∣∣ ≤ 2(i− 1) (F3ηmax + F4η2max) .
Ainsi, on a :∣∣∣∣ki − k(2(i− 1)πn + φ)
∣∣∣∣ ≤ 4(i− 1)kmax (F3ηmax + F4η2max) .
Pour simplier, on pose :
2(i− 1)π
n
+ φ = φi. On a :
(ki − k(φi)) (kj + k(φj)) = kikj − k(φi)k(φj)
+kik(φj)− kjk(φi). .
Par onséquent,
|kikj − k(φi)k(φj)| ≤ |ki − k(φi)| |kj + k(φj)|
+ |kjk(φi)− kik(φj)|
≤ 4(i− 1)kmax
(
F3ηmax + F4η
2
max
)
2kmax
+kmax4(i− 1)kmax
(
F3ηmax + F4η
2
max
)
≤ 12(i− 1)k2max
(
F3ηmax + F4η
2
max
)
.
.
On a don :
|(kiki+1 − cos(2πn )k2i )− R(φ+ 2(i−1)πn )|≤ 24(n− 1)k2max (F3ηmax + F4η2max) ,
et,
|∑ni=1 µi − ∑ni=1 18AR(φ+ 2iπn )η¯4|
≤ 3(n−1)nk2max
A
(F3ηmax + F4η
2
max)η¯
4.
Puisque,
η¯4
A
≤ η¯
4
1
2
Θη2min
≤ 2σ
2η2max
Θ
,
on a :∣∣∣∣∣
n∑
i=1
µi −
n∑
i=1
1
8A
R(φ+
2iπ
n
)η¯4
∣∣∣∣∣ ≤ 6(n− 1)nσ2k2maxΘ (F3η3max + F4η4max) .
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Par suite on a le lemme 10 ave,
Q1 =
6(n− 1)nσ2k2max
Θ
F3 et Q2 =
6(n− 1)nσ2k2max
Θ
F4.

Sommations trigonométriques
L'inégalité i-dessous résume e que nous avons obtenu plus loin :∣∣∣∣∣
(
2π −
n∑
i=1
γi
)
− η¯
4
8A
n∑
i=1
R(φ+
2iπ
n
)
∣∣∣∣∣ ≤ (D1+Q1)η3max+(D2+Q2)η4max.
Il s'avère que l'on peut remplaer le fateur
η¯4
8A
par
A
2 sin2(2π
n
)
. De
manière plus préise :
Lemme 11 On a :∣∣∣∣∣
(
2π −
n∑
i=1
γi
)
− A
2 sin2(2π
n
)
n∑
i=1
R(φ+
2iπ
n
)
∣∣∣∣∣ ≤ N¯1η3max + N¯2η4max.
(les expressions préises pour N¯1 et N¯2 sont données dans la preuve).
Preuve du lemme 11.  En eet, d'après le fait 10 on a :
| sin γi − sin(2π
n
)| = 2| sin
( 2π
n
− γi
2
)
|| cos
( 2π
n
+ γi
2
)
|
≤
∣∣∣∣2πn − γi
∣∣∣∣
≤ F3ηmax + F5η2max.
Ainsi,
|ηiηi+1 sin γi − η¯2 sin(2π
n
)| ≤ ∣∣ηiηi+1 sin γi − η¯2 sin(γi)∣∣
+
∣∣∣∣η¯2 sin(γi)− η¯2 sin(2πn )
∣∣∣∣
≤ ∣∣ηiηi+1 − η¯2∣∣+ ∣∣∣∣sin(γi)− sin(2πn )
∣∣∣∣ η¯2
≤ (2Λ + F3)η3max + F5η4max.
Mais,
n|η¯2 sin(2π
n
)− 2A| ≤
n∑
i=1
∣∣∣∣η¯2 sin(2πn )− ηiηi+1 sin γi
∣∣∣∣
≤ n(2Λ + F3)η3max + nF5η4max.
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Par onséquent,∣∣∣∣∣
(
η¯2 sin(
2π
n
)
)2
− 4A2
∣∣∣∣∣ ≤ 2η2max((2Λ + F3)η3max + F5η4max).
Ainsi,∣∣∣∣η¯4 − 4A2sin2(2π
n
)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ η¯4 sin2(2πn )− 4A2sin2(2π
n
)
∣∣∣∣ ≤ 4Λ + 2F3sin2(2π
n
)
η5max +
2F5
sin2(2π
n
)
η6max,
et, ∣∣∣∣ η¯48A − A2 sin2(2π
n
)
∣∣∣∣ ≤ σ2(4Λ + 2F3)81
2
Θsin2(2π
n
)
η3max +
2σ2F5
81
2
Θsin2(2π
n
)
η4max.
Finalement,∣∣∣∣ η¯48AR(φ+ 2iπn )− A2 sin2(2π
n
)
R(φ+
2iπ
n
)
∣∣∣∣ ≤ D3η3max +D4η4max,
où,
D3 =
σ2k2max(4Λ + 2F3)
2Θ sin2(2π
n
)
et D4 =
σ2k2maxF5
Θsin2(2π
n
)
puisque, ∣∣∣∣R(φ+ 2iπn )
∣∣∣∣ ≤ 2k2max.
Par suite on a le lemme 11 ave N¯1 = D1 + nD3 + Q1 et N¯2 = D2 +
nD4 +Q2.  Dans la suite de ette session on va aluler la somme
trigonométrique
n∑
i=1
R(φ+
2iπ
n
).
Cette somme peut se simplier puisqu'il est faile d'évaluer
n∑
i=1
Υ(φ+
2iπ
n
) lorsque Υ est un polynme trigonométrique
Υ(φ) =
a0
2
+
deg(Υ)∑
j=1
aj cos(jφ) + bj sin(jφ).
En eet le développement en série de Fourier de ette expression est
ni, on a don :
n∑
i=1
Υ(φ+
2iπ
n
) = n
a0
2
+
kn≤deg(Υ)∑
k=1
akn cos(knφ) + bkn sin(knφ)

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(ii ak et bk désignent les oeients de Fourier de Υ). En partiulier,
si n > deg(Υ),
n∑
i=1
Υ(φ+
2iπ
n
) =
na0
2
=
n
2π
∫ 2π
0
Υ(φ)dφ.
Dans notre as, 'est à dire lorsque Υ = R, deg(R) = 4 et ainsi, pour un
n-maillage ave n > 4 il sut d'évaluer le terme a0(R) =
1
π
∫ 2π
0
R(φ)dφ
an d'obtenir la valeur de la somme. On remarque que dans le déve-
loppement de Fourier de R il n'y a pas de oeient d'indie impair,
ainsi le terme en a0 fournit aussi la valeur de la somme pour n = 3.
Ainsi on a :
n∑
i=1
R(φ+
2iπ
n
) =
na0(R)
2
si n 6= 4, n > 2,
4∑
i=1
R(φ+
2iπ
n
) = 2a0(R) + 4a4(R) cos 4φ+ 4b4(R) sin 4φ.
où les quantités ak(R), bk(R) désignent les oeients de Fourier de R.
Un alul diret montre que :
a0(R)
2
=
1
4
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2m + k
2
M)
)
,
où,
κ1(x) = −2 cos2 x− cosx+ 3
κ2(x) = cos
2 x− 3
2
cos x+ 1
2
.
Un autre alul donne :
4a4(R) =
1
8
K − 1
16
(k2M + k
2
m)
b4(R) = 0.
Pour résumer, si n 6= 4, on a :
|2π−
∑
n
i=1 γi
A
− n
8 sin2( 2pi
n
)
(κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2m + k
2
M))|
≤ N1ηmax +N2η2max = N,
et si n = 4, on a :
|2π−
∑4
i=1 γi
A
− 1
2
[(3
4
+ 1
4
cos 4φ)K + (1
8
− 1
8
cos 4φ)(k2m + k
2
M)]|
≤ N1ηmax +N2η2max = N,
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ave,
N1 =
2σN¯1
Θ
et N2 =
2σN¯2
Θ
.
L'expression i-dessus pour n = 4 peut se simplier puisque :(
3
4
+
1
4
cos 4φ
)
K+
(
1
8
− 1
8
cos 4φ
)
(k2m+k
2
M) = K+(kM−km)2 sin2 φ cos2 φ.
On remarque que (kM − km)2 sin2 φ cos2 φ est le arré de la torsion
géodesique τg(φ) dans la diretion vφ.
Ainsi, pour un 4-maillage, on a :
|2π−
∑
4
i=1
γi
A
− 2(K + τ 2g (φ))|
≤ N1ηmax +N2η2max.
Remarque.  Il est faile de voir qu'ave deux maillages, un n1-
maillage et un n2-maillage ave n1 6= n2, n1 6= 4, n2 6= 4 il est possible
de donner une estimation des ourbures prinipales.
3.5 Exemple générique
Lorsque Σ est un paraboloide z =
kMx
2 + kmy
2
2
on a vu dans le
hapitre sur les ourbes que le oeient ΩΣ(P ) est toujours inférieur
à
3√
8
.
On posera don dans tout e qui suit :
Ω = ΩΣ(P ) =
3√
8
,
kmax = max(|kM |, |km|).
3.5.1 Données liées au maillage
ηmax =
n
max
i=1
|−→PP i|, Θ =
n
min
i=1
| sin(γi)|,
∆ =
1
η2max
n
max
i=1
|−→PP i+1 +−→PP i−1 − 2 cos(2π
n
)
−→
PP i|,
Λ =
1
η2max
(ηmax − ηmin) ,
σ =
ηmax
ηmin
.
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3.5.2 Coeients liés à l'erreur
On a besoin de 2 fontions :
g1(x) =
tan(x)− x
x2
,
g2(x) =
2
x3
(
1
cosx
− (1 + x
2
2
)
)
,
On pose :
Ξ1 = g1(
1
2
Ωkmaxηmax),
Ξ2 = g2(
1
2
Ωkmaxηmax).
On a alors :
F1 =
π
2
(6Λ +
σΛ
| cos(2π
n
)| +∆),
F2 =
π
2
(
2σ∆
| cos(2π
n
)| + 2Λ
2),
F3 =
n− 1
2
F1,
F4 =
π
4
k2maxΩ(1 +
3
Θ
) +
n− 1
2
F2,
F5 =
π
2
k2maxΩ(1 +
3
Θ
) +
n− 1
2
F2,
C =
1
2
Ω3
(
k3max
8
ηmax +
k
′
max
3
Ω
)
,
C1 =
1
Θ
kmax
(
C +
1
4
Ω2Ξ1k
2
max
)
+
1
Θ
(
1 +
π
8Ω
)(
Ckmax +
1
8
Ω3Ξ2k
3
max
)
,
C2 =
π2
16
k4maxΩ
4
(
1 +
3
Θ
)2
+
1
Θ
(
C +
1
4
Ω2Ξ1k
2
max
)2
+
1
Θ
C2
(
1 +
π
8Ω
)
,
C3 =
(n− 1)k2maxσ3∆
4Θ
,
C4 =
nk2maxσ
2∆
4Θ
,
C5 =
5nk2maxσ
2Λ
2Θ
,
Q1 =
8n(n− 1)σ2k2max
Θ
F3,
Q2 =
8n(n− 1)σ2k2max
Θ
F4,
M1 = nC1,
M2 = nC2,
D1 = M1 + C3 + C4 + C5,
D2 = M2,
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D3 =
σ2k2max(2Λ + F3)
2Θ sin2(2π
n
)
,
D4 =
σ2k2maxF5
2Θ sin2(2π
n
)
,
N¯1 = D1 + nD3 +Q1,
N¯2 = D2 + nD4 +Q2,
N1 =
2σ2N¯1
Θ
,
N2 =
2σ2N¯2
Θ
.
3.6 Illustrations
On pose :
 kd =
2π−∑n
i=1 γi
A
,
 k = n
8 sin2( 2pi
n
)
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2m + k
2
M)
)
.
On note :
ǫ = |kd − k| et e = N1ηmax +N2η2max,
qui désignent respetivement l'erreur réelle et notre majoration de l'er-
reur (donnée dans le théorème 3).
3.6.1 Exemple où Λ et ∆ ne sont pas bornées
Soit (e1, e2, e3) une base orthonormale de E
3
et Rθ la rotation d'angle
θ autour de l'axe engendré par le veteur e3. Soit Σ la sphère unitée
entrée en (0, 0, 1), P = (0, 0, 0), α ∈]0, π
2
[ et P1 le point (sin 2α, 0, 1 +
cos 2α). On a :
P1 ∈ Σ,
et lorsque α→ π
2
, on a :
P1 → P.
Pour tout k ∈ {2, ..., n}, on note Pk = Rθ(P1) ave θ = 2(k−1)πn . On
prend n = 6, et on onsidère le 6-maillage suivant :
M′6(α) = (P, P1, P ′2, P3, P ′4, P5, P ′6)
où pour tout i = 1, . . . 6, le point P ′i est obtenu à partir du point Pi de
la manière suivante : on note
π : Σ→ TPΣ,
la projetion orthogonale de Σ sur le plan tangent en P à Σ. Soit
Ii ∈ TPΣ,
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le point déni par :
−→
PIi =
1
2
−−−−→
Pπ(Pi).
On pose alors :
P ′i = π
−1(Ii) ∈ Σ.
6-maillage
On a :
σ =
2 cosα√
2− 2
√
sin2 α + cos4 α
,
Θ2 = 1−
(
3 cos2 α− cos4 α− 2 cos2 α
√
sin2 α + cos4 α
)2
8 cos2 α (1−
√
sin2 α + cos4 α)
∆ =
√
cos2 α sin2 α +
(
4 cos2 α− 1 +
√
1− cos2 α sin2 α
)2
4 cos2 α
,
Λ =
2 cosα−
√
2− 2
√
sin2 α + cos4 α
4 cos2(α)
On remarque que ηmax = 2 cosα, par onséquent ηmax → 0 quand α→
π
2
. Pour α prohe de π
2
l'épaisseur est bornée puisque limα→pi
2
Θ =
√
3
2
.
D'autre part, on a :
lim
α→pi
2
σ = 2, lim
α→pi
2
Λ =∞ et lim
α→pi
2
∆ =∞.
Les quantités ∆ et Λ ne sont pas bornées.
Dans et exemple, la ourbure disrète ne onverge pas vers k. En eet,
on a :
lim
α→ π
2
kd(α) =
3
2
mais k = 2 don lim
α→ π
2
ǫ(α) =
1
2
.
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On donne les graphes des fontions ǫ(α) et e(α) : Il est remarquable
que e onverge vers une quantité nie quand α tend vers π
2
.
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Fontions ǫ(α) et e(α) pour M′6(α)
3.6.2 Exemple où la ourbure disrète est non bornée
Il est faile de trouver une suite de n-maillages sur la sphère unité
ayant une épaisseur minorée et tels que la ourbure disrète assoiée
tende vers −∞ quand ηmax tend vers 0. Soit
p2i = (ρ cos θ2i, ρ sin θ2i), , p2i+1 = (ρ
2 cos θ2i+1, ρ
2 sin θ2i+1)
ave θi =
2(i−1)π
n
, ρ ∈]0, 1]. On pose Pi = f(pi) pour i ∈ {1, .., n} où
f(ρ, θ) = 1−
√
1− ρ2 est la fontion hauteur en oordonnées polaires.
Ave des notations évidentes, on désigne par (Mn(ρ))ρ>0 la famille de
n-maillage (P, P1, ..., Pn).
ρ = 1 ρ = 1
2
ρ = 1
4
ρ = 1
8
Maillages M6(ρ)
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Comme préédemment, on a :
σ =
√
2− 2
√
1− ρ2√
2− 2
√
1− ρ4
, Λ =
√
2− 2
√
1− ρ2 −
√
2− 2
√
1− ρ4
2− 2
√
1− ρ2
∆ =
√
ρ2(1− ρ)2 +
(
1− 2
√
1− ρ2 +
√
1− ρ4
)2
2− 2
√
1− ρ2
Les quantités σ, Λ et ∆ tendent vers l'inni quand ρ tend vers zéro. La
ourbure disrète kd tend vers −∞ alors que k vaut 2. (l'épaisseur est
minorée par
√
3
2
).
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Courbure disrète kd(ρ) et fontion ǫ(ρ)
Le mauvais omportement de l'erreur e pour ρ ≥ 0.6 provient du fateur
de rappel Ω(ρ) = 1
ρ
√
ρ2 −
(
1−
√
1− ρ2
)2
qui roît de manière très
rapide lorsque ρ se rapprohe de 1.
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Chapitre 4
Cas des paramétrisations
onformes
4.1 Introdution
Dans le hapitre préédent dont nous gardons les notations, nous
avons obtenu la majoration 3.2 :
|kd − k| ≤ N(ηmax, kmax, k′max,ΩΣ(P ),Θ, σ,∆,Λ, n),
où N(. . .) est une fontion qui dépend du 1-jet des fontions ourbures,
du oeient de rappel ΩΣ(P ) et des données du n-maillages (omme
l'épaisseur Θ, le déplaement ∆, la déformation en longueur Λ, ηmax,
n et σ). La fontion N peut s'érire sous la forme N = N1ηmax +
N2η
2
max, où les fontions N1 et N2 dépendent des mêmes variables que
N. Nous avons vu dans le paragraphe 3.6 que es quantités peuvent
tendre vers l'inni ou ne pas avoir de limite lorsque ηmax → 0. Cei
motive e nouveau hapitre. Nous restreignons maintenant notre étude
aux surfaes dénies par un paramétrage onforme. Cei permet de
mettre en évidene des familles de maillages dont les fontions N1 et
N2 sont majorées par des quantités qui ne dépendent pas de ηmax. Si
nous faisons tendre les points P1, . . . , Pn vers le point P en restant sur
la surfae Σ de manière quelquonque, notre majorant de la diérene
entre la ourbure disrète et la ourbure lisse peut tendre vers l'inni.
Dans e hapitre, nous donnons une manière de faire tendre es points
vers P en restant sur la surfae Σ qui permet d'éviter e désagrément.
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4.2 Dénitions et notations
Définition 9 Soit U un ouvert de R2 tel que (0, 0) ∈ U et f une
paramétrisation d'une surfae Σ ⊂ E3,
f : U ⊆ R2 → Σ ⊆ E3.
Soit (u, v) ∈ U et P = f(u, v) ∈ Σ. On dit que f est onforme en P si
il existe λconf(P ) > 0 tel que pour tout x, y ∈ TPΣ, on a :
< dfP (x), dfP (y) >= λ
2
conf(P ) < x, y > .
4.2.1 Familles de maillages réguliers
La dénition suivante dépend d'un hoix d'une paramétrisation de
la surfae.
Définition 10 Soit U un ouvert de R2, f une paramétrisation d'une
surfae Σ ⊂ E3,
f : U ⊆ R2 → Σ ⊆ E3,
et
(Mn(ρ)))ρ>0 = ((P, P1(ρ), . . . , Pn(ρ)))ρ>0
une famille d'approximations linéaires par moreaux de Σ. On dit que
(Mn(ρ))ρ>0 est une famille de maillages réguliers sous la paramétrisa-
tion f si il existe (u, v) ∈ U tel que :
 P = f(u, v),
 pour tout i = 1 . . . n, pour tout ρ > 0, on a :
Pi(ρ) = f(u+ ρ cos(
2iπ
n
), v + ρ sin(
2iπ
n
)).
L'image i-dessous montre un 8-maillage régulier autour du sommet P
d'un paraboloide dans un as partiulier (si on projette e maillage sur
le plan tangent en P au paraboloide, on obtient un 8-gone régulier.)
8-maillage régulier.
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4.2.2 Notations
Soit
(Mn(ρ)))ρ>0 = ((P, P1(ρ), . . . , Pn(ρ)))ρ>0
une famille de maillages réguliers. Pour tout i = 1, . . . n, et pour tout
ρ > 0, on note :
 Πi(ρ) le plan P +Vect(
−→
PP i(ρ),NP).
 Γi(ρ) la ourbe Γi(ρ) = Σ ∩ Πi(ρ),
 ΩΣ(P ) =
n
max
i=1
sup
ρ>0
sup
M∈Γi(ρ)
{ 1
cos∠(
−−→
PM, t)
, t est la tangente en M à la ourbe Γi(ρ), }
 kmax =
n
max
i=1
sup
ρ>0
sup
Γi(ρ)
|ki(ρ)|, où ki(ρ) est la fontion ourbure le
long de la ourbe Γi(ρ),
 k′max =
n
max
i=1
sup
ρ>0
sup
Γi(ρ)
|k′i(ρ)|, où k′i(ρ) est la dérivée de la fontion
ourbure par rapport à l'absisse urviligne le long de la ourbe
Γi(ρ),
 ηmax(ρ) =
n
max
i=1
|−→PP i(ρ)|,
 ηmin(ρ) =
n
min
i=1
|−→PP i(ρ)|,
 Θ(ρ) =
n
min
i=1
| sin γi(ρ)|, où
γi(ρ) = ∠(
−→
PP i(ρ),
−→
PP i+1(ρ)),
 ∆(ρ) =
maxi∈{1,...,n} |−→PP i+1(ρ) +−→PP i−1(ρ)− 2 cos(2πn )
−→
PP i(ρ)|
η2max(ρ)
,
 Λ(ρ) =
ηmax(ρ)− ηmin(ρ)
η2max(ρ)
,
 σ(ρ) =
ηmax(ρ)
ηmin(ρ)
.
On notera également :
 ‖df‖ la norme innie de l'appliation f,
 ‖d2f‖ la norme innie de la Hessienne de l'appliation f,
 k =
n
8 sin2(2π
n
)
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2M + k
2
m)
)
, où
κ1(x) = −2 cos2 x− cos x+ 3, κ2(x) = cos2 x− 3
2
cos x+
1
2
,
 pour tout ρ > 0, on pose :
kd(ρ) =
2π −∑ni=1 γi(ρ)
A(ρ)
,
72 CHAPITRE 4. CAS DES PARAMÉTRISATIONS CONFORMES
où
A(ρ) =
n∑
i=1
Aire(PPi(ρ)Pi+1(ρ))
n
,
est la moyenne des aires des triangles PPi(ρ)Pi+1(ρ).
4.3 Enoné du Théorème prinipal
Théorème 4 Soit U un ouvert de R2. Soit
f : U ⊆ R2 → Σ ⊆ E3,
et
(Mn(ρ)))ρ>0 = ((P, P1(ρ), . . . , Pn(ρ)))ρ>0
une famille de maillages réguliers sous la paramétrisation f (n > 2 et
n 6= 4). Pour tout i = 1, . . . n, et pour tout ρ > 0, on note Πi(ρ) le plan
passant par P, Pi(ρ) et ontenant le veteur normal en P à la surfae.
On suppose que :
1. l'appliation f est un plongement onforme en P, de lasse C2 au
moins,
2. pour tout i = 1 . . . n, pour tout ρ > 0, les ourbes Γi(ρ) = Σ∩Πi(ρ)
sont des ourbes lisses,
3. pour tout ρ > 0, on a :
kmaxηmax(ρ)ΩΣ(P ) < π,
4. il existe une onstante Θ0 > 0 telle que pour tout ρ > 0, on a :
Θ(ρ) ≥ Θ0.
Alors, on a pour tout ρ > 0 :
|kd(ρ)− k| ≤ N1(f)ρ+N2(f)ρ2, (4.1)
où les nombres N1(f) > 0 et N2(f) > 0 ne dépendent que de ‖df‖,
‖d(f−1)‖, ‖d2f‖, kmax, k′max, Θ0, ΩΣ(P ) et n.
Il se trouve que le as n = 6 est partiulièrement remarquable.
Corollaire 3 Soit M6(ρ)ρ>0 une famille de 6-maillages réguliers.
Alors sous les hypothèses du théorème 4, on a :
2π −
6∑
i=1
γi(ρ)
A(ρ)
= 2K +O(ρ). (4.2)
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On peut remarquer que e résultat est une généralisation d'un résultat
déjà onnu qui arme que sous ertaines hypothèses (voir [9℄), on a :
2π −
6∑
i=1
γi =
Aire(M6)
3
K + o(η2).
4.4 Preuve du Théorème 4
En utilisant le théorème 3, on peut montrer que pour tout ρ > 0,
on a :
|kd(ρ)− k| ≤ N1(ρ)ηmax(ρ) +N2(ρ)η2max(ρ),
où N1(ρ) et N2(ρ) sont des réels stritement positifs qui dépendent
du 1-jet des fontions ourbures, du oeient de rappel ΩΣ(P )(ρ) et
des données du n-maillages (omme l'épaisseur Θ(ρ), le déplaement
∆(ρ), la déformation en longueur Λ(ρ), ηmax(ρ), n et σ(ρ)). Les seules
quantités qui interviennent dans les majorations et qui peuvent tendre
vers l'inni sont Λ(ρ), ∆(ρ) et σ(ρ). Dans le lemme 12, nous allons
montrer que dans le as d'une famille de maillages réguliers, on a pour
tout ρ > 0 :
 σ(ρ) ≤ ‖df‖‖d(f−1)‖,
 ∆(ρ) ≤ 2‖d(f−1)‖2‖d2f‖,
 Λ(ρ) ≤ ‖d2f‖‖d(f−1)‖2.
On en déduit qu'il existe N¯1(f) > 0 et N¯2(f) > 0 qui ne dépendent que
de ‖df‖, ‖d(f−1)‖, ‖d2f‖, kmax, k′max, Θ0, ΩΣ(P ) et n tels que, pour
tout ρ > 0, on a :
N1(ρ) ≤ N¯1(f),
et
N2(ρ) ≤ N¯2(f).
Lemme 12 Soit U un ouvert de R2. Soit une paramétrisation d'une
surfae Σ ⊂ E3,
f : U ⊆ R2 → Σ ⊆ E3,
et
(Mn(ρ)))ρ>0 = ((P, P1(ρ), . . . , Pn(ρ)))ρ>0
une famille de maillages réguliers sous la paramétrisation f. Alors, on
a :
 σ(ρ) ≤ ‖df‖‖d(f−1)‖,
 ∆(ρ) ≤ 2‖d(f−1)‖2‖d2f‖,
 Λ(ρ) ≤ ‖d2f‖‖d(f−1)‖2.
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4.4.1 Preuve du lemme 12
Pour simplier, on érira Pi à la plae de Pi(ρ), ηmax à la plae de
ηmax(ρ), Λ à la plae de Λ(ρ), σ à la plae de σ(ρ), ∆ à la plae de
∆(ρ), . . . On note P le n-gone régulier tel que :
 f(p) = P,
 pour tout i = 1 . . . n, on a :
f(pi) = Pi.
Puisque P est un n-gone régulier toutes les distanes |−→PP i| sont les
mêmes, on les désignent par ρ. On a :
|−→PP i| = |f(pi)− f(p)| ≤ ‖df‖|p− pi| = ρ‖df‖.
En partiulier :
ηmax ≤ ρ‖df‖.
De manière similaire,
|−→PP i| = |f−1(Pi)− f−1(P )| ≤ ‖d(f−1)‖|P − Pi| = ηi‖d(f−1)‖
et en partiulier,
ρ ≤ ηmin‖d(f−1)‖.
Par suite,
1 ≤ σ = ηmax
ηmin
≤ ‖df‖‖d(f−1)‖.
On est maintenant en mesure de ontrler le déplaement. A l'aide du
développement de Taylor-Lagrange on obtient (notations évidentes) :
‖−→PP i − dfP (−→ppi)‖ ≤ 1
2
‖d2f‖ρ2.
Soit di =
∣∣∣−→PP i+1 +−→PP i−1 − 2 cos(2πn )−→PP i∣∣∣, on a
di =
∣∣∣∣−→PP i+1 +−→PP i−1 − 2 cos(2πn )−→PP i − dfP (−→ppi+1 +−→ppi−1 − 2 cos(2πn )−→ppi)
∣∣∣∣
≤ |−→PP i+1 − dfP (−→ppi+1)|+ |−→PP i−1 − dfP (−→PP i−1)|+ 2|−→PP i − dfP (−→ppi)|
≤ 2‖d2f‖ρ2.
Ainsi,
di ≤ 2‖d2f‖ ρ
2
η2max
.
Puisque,
ρ ≤ ηmin‖d(f−1)‖ ≤ ηmax‖d(f−1)‖,
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on obtient :
∆ ≤ 2‖d(f−1)‖2‖d2f‖.
En remplaçant ρ par rρ ave r > 0, on en déduit que :
σ ≤ ‖df‖‖d(f−1)‖,
et
∆ ≤ 2‖d(f−1)‖2‖d2f‖.
On a :
ηmax(ρ)− ηmin(ρ) = |−→PP imax | − |dfP (−→ppimax)|+ |dfP (−→ppimax)| − |dfP (−→ppimin)|
+|dfP (−→ppimin)| − |
−→
PP imin|
≤ |−→PP imax − dfP (−→ppimax)|+ |dfP (−→ppimax)| − |dfP (−→ppimin)|
+|dfP (−→ppimin)−−→ppimin |.
Puisque f est onforme en P, on a :
|dfP (−→ppimax)| = |dfP (−→ppimin)|.
Ainsi,
ηmax − ηmin ≤ ‖d2f‖ρ2.
Puisque ρ ≤ ηmax‖d(f−1)‖, on a nalement :
Λ =
ηmax − ηmin
η2max
≤ ‖d2f‖‖d(f−1)‖2.
En hangeant ρ en rρ (r > 0) on obtient :
Λ ≤ ‖d2f‖‖d(f−1)‖2.

4.5 Fin de la preuve du théorème 4
On a obtenu sous les hypothèses du théorème 4 pour tout ρ > 0 :
|kd(ρ)− k| ≤ N¯1(f)ηmax(ρ) + N¯2(f)η2max(ρ),
où les nombres N¯1(f) > 0 et N¯2(f) > 0 ne dépendent que de ‖df‖,
‖d(f−1)‖, ‖d2f‖, kmax, k′max, Θ0, ΩΣ(P ) et n. Si P = (p1, . . . , pn) est
un n-gone régulier entré en p et tel que pour tout i = 1, . . . n, on a :
 |−→ppi| = ρ,
 f(p) = P,
 f(pi) = Pi(ρ).
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Alors, on a pour tout i = 1, . . . n, et pour tout ρ > 0 :
|−→PP i(ρ)| = |f(pi)− f(p)| ≤ ‖df‖|p− pi| = ρ‖df‖.
En partiulier :
ηmax ≤ ρ‖df‖.
On en déduit que sous les hypothèses du théorème 4, on a :
|kd(ρ)− k| ≤ N1(f)ρ+N2(f)ρ2,
où
kd(ρ) =
2π −∑ni=1 γi(ρ)
A(ρ)
,
k =
n
8 sin2(2π
n
)
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2M + k
2
m)
)
,
N1(f) = ‖df‖N¯1(f) et N2(f) = ‖df‖2N¯2(f). 
4.6 Illustrations
4.6.1 Notations
La ourbure disrète de Mn en P s'érit :
kd =
2π −∑ni=1 γi
A
,
On pose :
k =
n
8 sin2(2π
n
)
(
κ1(
2π
n
)K + κ2(
2π
n
)(k2m + k
2
M)
)
.
On note :
ǫ = |kd − k| et e = N1ηmax +N2η2max,
qui désignent respetivement l'erreur réelle et notre majoration de l'er-
reur (donnée dans le théorème 3).
4.6.2 Approximations sur S2
Soit (e1, e2, e3) une base orthonormale de E
3
et Rθ la rotation d'angle
θ autour de l'axe engendré par le veteur e3. Soit Σ la sphère unitée
entrée en (0, 0, 1), P = (0, 0, 0), α ∈]0, π
2
[ et P1 le point (sin 2α, 0, 1 +
cos 2α). On a :
P1 ∈ Σ,
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et lorsque α→ π
2
, on a :
P1 → P.
Pour tout k ∈ {2, ..., n}, on note Pk = Rθ(P1) ave θ = 2(k−1)πn . Il
est faile de voir que Mn(α) = (P, P1, ..., Pn) est une approximation
linéaire de Σ. Le maillage (Mn(α), f) où f : TPΣ → Σ est la fontion
hauteur est un maillage paramétré. On donne un exemple ave n = 3.
On a :
Θ =
√
3
2
sin(α)
√
3 cos2(α) + 1, σ = 1, Λ = 0, ∆ =
3
2
, ηmax = 2 cosα.
Puisque σ, Λ et ∆ sont bornés (en fait onstants) et e(α) tend vers 0
et don kd(α) va en fait onverger vers k.
Pour la sphère unité, on a :
ΩΣ(P ) =
1
sinα
, kmax = 1, k
′
max = 0, k = 3.
La ondition ΩΣ(P )kmaxηmax ≤ π est équivalente α ≥ αc ave αc =
arctan 2
π
= 0.56691.... On a :
Ξ1 = tan
3 α (tan(cotα)− cotα) , Ξ2 = tan4 α
(
1
cos(cotα)
− 1− 1
2
cot2 α
)
Finalement le fontion d'erreur ǫ vaut :
ǫ(α) =
∣∣∣∣∣ 2π − 3 arccos(32 cos2 α− 12)√3 sinα cosα√3 cos2(α) + 1 − 3
∣∣∣∣∣
On donne le graphe de la fontion e(α) sur la gure i-dessous, à droite.
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On remarque que le quotient δ(α) = e(α)/ǫ(α) ne "varie pas beauoup"
lorsque α est dans un intervalle "assez large".
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tion δ(α) = e(α)/ǫ(α)
Conlusion et perspetives
L'objetif de e travail était d'approher les ourbures des ourbes
planes et des surfaes de l'espae eulidien de dimension 3. Pour ela,
nous avons utilisé des approximations linéaires des ourbes planes (les
V -lignes) et des surfaes (les maillages autour d'un point). Dans le
plan eulidien, le défaut angulaire normalisé est une approximation de
la ourbure algébrique de la ourbe. Dans l'espae eulidien, nous sa-
vions que le défaut angulaire approhait une quantité extrinsèque qui
dépend des ourbures prinipales en un point de la surfae. Nous avons
donné des majorations de l'erreur ommise. Pour les ourbes, notre
majorant de l'erreur tend vers 0 lorsque la taille de la V -ligne tend vers
0. Par ontre, pour les surfaes, notre majorant de l'erreur peut tendre
vers l'inni lorsque la taille du maillage tend vers 0. Pour empêher
e phénomène, nous avons utilisé une lasse partiulière de maillages.
Dans des travaux futurs, on pourrait explorer les pistes suivantes :
 Comment sont aetés les oeients du polynme homogène de
degré 2 en les ourbures prinipales lorsqu'on tend vers un point
de la surfae en utilisant d'autres familles de maillages ? Pour les
6-maillages, on peut relier nos travaux à un résultat réent de Xu
qui utilise une lasse à priori plus large de familles de 6-maillages
(voir l'artile [104℄ pour plus de détails ;
 une branhe importante dans laquelle nos approximations pour-
raient être utilisées est l'étude des surfaes développables lisses,
'est à dire les surfaes dont la ourbure de Gauss en tout point
vaut 0. On peut ainsi omprendre un résultat de la thèse de B.
Thibert ([98℄) qui montre que la notion disrète de développabi-
lité (le défaut angulaire est nul en tout point) et la notion lisse
de développabilité (la ourbure de Gauss est nulle en tout point)
ne oïnident pas forément.
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